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第一章 线性方程组的解法

1.1 矩阵消元法
形如这样左端都是未知量 xn 的一次齐次式，右端是常数，

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

像这样的方程称为线性方程。每个未知量前面的数称为系数，右端的项称为常数项。
含 n 个未知量的线性方程组称为 n 元线性方程组，它的一般形式是

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

方程的个数 s 与未知量的个数 n 可以相等，也可以不等。

定义 1.1.1 � 线性方程组的初等变换

线性方程组的初等变换有三种，分别为：

1. 把一个方程的倍数加到另一个方程上。
2. 互换两个方程的位置。
3. 用一个非零数乘某一个方程。

对于线性方程组，若 x1, · · · , xn 分别用数 c1, · · · , cn 代入后，每个方程都变成恒等式，那么称 n 元有
序组 (c1, · · · , cn) 是线性方程组的一个解。方程组所有解组成的集合称为这个线性方程组的解集，符合实
际要求的解称为可行解。
通过初等变换能够使线性方程组变为阶梯形方程组，进一步可以变为简化阶梯形方程组，此种形式可

以较方便的看出方程组的解。

定理 1.1.2

初等变换不改变线性方程组的解。

可以把原线性方程组的系数和常数项按次序排成一张表，称为方程组的增广矩阵；而只列出系数的方
程组称为系数矩阵。
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定义 1.1.3

由 sn 个数排成的 s 行（横的）n 列（纵的）表
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

as1 as2 . . . asn


称为一个 s× n 矩阵，记作 As×n 或 A = (aij)，它的 (i, j) 元也记作 A(i; j)。

特殊的，如果矩阵 A 的行数和列数相等皆为 n，则称它为 n 级方阵或方阵。元素全为 0 的矩阵称为
零矩阵，记作 0s×n 或 0。

定义 1.1.4 � 初等行变换

矩阵的初等行变换有三种，分别为：

1. 把一行的倍数加到另一行上。
2. 互换两行的位置。
3. 用一个非零数乘某一行。

矩阵经过初等行变换，可变成阶梯形矩阵，并可进一步化简成简化行阶梯形矩阵。
阶梯形矩阵的特点为
1. 元素全为 0 的行（零行）在下方（如果有的话）；
2. 元素不全为 0 的行（非零行），左起第一个不为 0 的元素（主元）成阶梯状排列。
简化行阶梯形矩阵（行最简形矩阵）的特点为
1. 它是阶梯形矩阵；
2. 每个非零行的主元都是 1；
3. 每个主元所在的列的其余元素都是 0。
在解线性方程组时，可以通过一系列初等行变换，它的增广矩阵化为阶梯形矩阵，甚至继续化简为简

化行阶梯形矩阵，都可简化求解过程。

定理 1.1.5

任意矩阵都可以经过一系列初等行变换化为阶梯形矩阵，也可以变成简化行阶梯形矩阵。

证明 即矩阵消元法。 □

1.2 线性方程组的解的情况及其判别准则
由于初等变换不改变线性方程组的解，其总可以化为阶梯形方程组。因此设阶梯形方程组有 n 个未知

量，它的增广矩阵 J 有 r 个非零行，J 有 n+ 1 列。
1. 若阶梯形方程组中出现 0 = d（其中 d 为非零数）这种方程，即最后一个非零行的主元位于 n+ 1

列，则阶梯形方程组无解。
2. 最后一个非零行的主元不位于 n+ 1 列。
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(a) r = n 时，阶梯形方程恰有唯一解。
(b) r < n 时，有无穷多组解。

定理 1.2.1

系数为有理数（实数、复数）的 n 元线性方程组的解的情况只有三种可能：无解，有唯一解，有无
穷多组解。

若一个线性方程组有解，则称它是相容的；否则称它是不相容的。

1.3 数域
定义 1.3.1

复数集的一个子集 K 是一个数域，那么满足：

1. 0, 1 ∈ K；
2. a, b ∈ K ⇒ a± b, ab ∈ K；
3. a, b ∈ K，且 b 6= 0 ⇒ a

b
∈ K。

其中，Q,R,C 都是数域，但整数集 Z 不是数域。
有理数域是最小的数域。

定理 1.3.2

任意数域都包含有理数域。

3



第二章 行列式

2.1 排列
定义 2.1.1

由 1, 2, · · · , n 组成的一个有序数组称为一个 n 阶排列。

特殊的，排列 12 · · ·n 也是一个 n 阶排列，称为自然排列。

定义 2.1.2

在一个排列中，如果一对数前面的数大于后面的数，那么它们就称为一个逆序，反之称为正序。
排列中逆序的对数称为这个排列的逆序数。

逆序数为偶数的排列称为偶排列，逆序数的排列称为奇排列。
排列 j1j2 · · · jn 的逆序数记为

τ(j1j2 · · · jn)

定义 2.1.3

把排列中某两个数位置互换，得到一个新排列。称这样的一个变换称为一个对换。

定理 2.1.4

对换改变排列的奇偶性。

证明 设对换为 (i, j)，分类讨论：
（1）若所换两数相邻，则不影响后面数字的逆序数。那么若 ij 为一个逆序，则逆序数减 1，否则逆序

数加 1，总之逆序数奇偶性改变。
（2）若所换两数不相邻，不妨设 i 在 j 之前，排列为

· · · i k1 · · · ks j · · ·

那么有
(i, j) = (i, k1) · · · (i, ks)(i, j)(ks, j) · · · (k1, j)

即任意对换即总可以分解为奇数个相邻对换的积。 □
任何一个 n 阶排列都可以与自然排列由一系列对换互变，即置换。奇置换可以分解为奇数个对换的

积，偶置换可以分解为偶数个对换的积。
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2.2 n 阶行列式
记

∑
j1j2···jn

表示对所有 n 元排列求和。

定义 2.2.1

n 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn

该式称为 n 阶行列式的完全展开式。

若对角线下方的元素全为 0，则称为上三角行列式，即对于所有的 1 ⩽ i < j ⩽ n，有 aji = 0。

定理 2.2.2

上三角行列式的值为
|A| = a11a22 · · · ann

证明 考虑其完整展开式的任意一项

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn

若该项不为 0，则对 1 ⩽ k ⩽ n，皆有 jk ⩽ k。
因此只有 jk = k，只有这一项不为 0。 □

定理 2.2.3

设 n 级矩阵 A 依据给定排列 i1i2 · · · in 对行指标进行重排得到 A1，则 A1 的行列式为

|A1| = (−1)τ(i1i2···in)|A|

证明 设一列元素 a1j1a2j2 · · · anjn 经过 s 次相邻互换变为 ai1k1
ai2k2

· · · ainkn
，则有

(−1)τ(i1i2···in) = (−1)s

(−1)τ(j1j2···jn)(−1)s = (−1)τ(k1k2···kn)

从而
(−1)τ(i1i2···in)+τ(k1k2···kn) = (−1)s(−1)τ(j1j2···jn)(−1)s

= (−1)τ(j1j2···jn)

□
同理，给定列指标的一个排列 k1k2 · · · kn 和对应的矩阵 A2，则 n 级矩阵的行列式为

|A2| = (−1)τ(k1k2···kn)|A|
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2.3 行列式的性质
定理 2.3.1

转置后行列式值不变。

记矩阵 A 转置后的矩阵 A′ 或 AT。
证明 设行列式 B = AT，即 aij = bji。由前文知，按列指标展开 B 有（注意第 1 个下标是列指标，第 2

个下标是行指标）
|B| =

∑
i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)a1i1a2i2 · · · anin

按列指标展开 A 有
|A| =

∑
i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)a1i1a2i2 · · · anin

因此 |A| = |B|。 □

定理 2.3.2

行列式的一行乘以一个数，等于行列式乘以这个数。

证明 即行列式 B 除了第 i1 行有 bi1j = kai1j，其他行都有 bij = aij。

|B| =
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1 · · · (kai1j) · · · anjn

= k
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1 · · · ai1j · · · anjn

= k|A|

□

定理 2.3.3

除了同一行以外全部相等的两个行列式，与此行替换为这两行的和的行列式相等。

证明 即行列式 A 除了第 i1 行有 ai1j = bi1j + ci1j，其他行都有 aij = bij = cij。

|A| =
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1 · · · (bi1j + ci1j) · · · anjn

=
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1 · · · bi1j · · · anjn +
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1 · · · ci1j · · · anjn

= |B|+ |C|

□

定理 2.3.4

行列式中有两行互换，行列式反号。

证明 即设行列式 B 为行列式第 k1, k2 两行交换的结果，又

(−1)τ(j1···jk2
···jk1

···jn) = −(−1)τ(j1···jk1
···jk2

···jn)
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那么有
|B| =

∑
j1···jk2

···jk1
···jn

(−1)τ(j1···jk2
···jk1

···jn)a1j1 · · · ak1jk2
· · · ak2jk1

· · · anjn

= −
∑

j1···jk1
···jk2

···jn

(−1)τ(j1···jk1
···jk2

···jn)a1j1 · · · ak1jk1
· · · ak2jk2

· · · anjn

= −|A|

□

定理 2.3.5

行列式中有两行相等，行列式为零。

证明 交换这相同的两行，行列式变号，其仍与原来相等，只能为 0。 □

定理 2.3.6

行列式中两行成比例，行列式为零。

证明 提出公因子使两行相等，即为 0。 □

定理 2.3.7

把一行的倍数加到另一行，行列式不变。

证明 一行是另一行的倍数的行列式为 0，合并后自然不变。 □

2.4 行列式按一行展开
定义 2.4.1 � 代数余子式

n 阶行列式 |A| 中，划去第 i 行和第 j 列，剩下的元素按原来次序组成的 n− 1 阶行列式称为矩阵
A 的 (i, j) 元的余子式。记作

Mij =
∑

k1···ki−1ki+1···kn

(−1)τ(k1···ki−1ki+1···kn)a1k1
· · · ai−1,ki−1

ai+1,ki+1
· · · ankn

其中 j = ki，令 Aij = (−1)i+jMij，称 Aij 是 A 的 (i, j) 元的代数余子式。

定理 2.4.2

对于 n 阶行列式 |A| 有

|A| =
n∑

j=1

aijAij =

n∑
i=1

aijAij

前者称为 n 阶行列式按第 i 行的展开式，后者称为按第 j 列的展开式。

证明 首先列出 |A| 的行完全展开式，其中 j = ki

|A| =
∑

k1···ki−1jki+1···kn

(−1)τ(k1···ki−1jki+1···kn)a1k1
· · · ai−1,ki−1

aijai+1,ki+1
· · · ankn
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把第 i 行换到第 1 行，第 j 列换到第 1 列，由对换的性质有

(−1)τ(i1···(i−1)(i+1)···n)+τ(jk1···ki−1ki+1···kn) = (−1)i−1(−1)j−1(−1)τ(k1···ki−1ki+1···kn)

因此

|A| =
n∑

j=1

aij(−1)i+j
∑

k1···ki−1ki+1···kn

(−1)τ(k1···ki−1ki+1···kn)a1k1
· · · ai−1,ki−1

ai+1,ki+1
· · · ankn

=
n∑

j=1

aij(−1)i+jMij =
n∑

j=1

aijAij

对于列展开式，转置即可。 □

定理 2.4.3

对于 n 阶行列式 |A| 有
n∑

j=1

aijAkj = 0(k 6= i)

证明 设矩阵 B 第 k 行与第 i 行相等，因此按第 k 行展开有

|B| =
n∑

j=1

akjAkj =
n∑

j=1

aijAkj = 0

□

定义 2.4.4 � Vandermonde 行列式

若行列式满足 aij = aij，则称为 Vandermonde 行列式。其值为（证略）∏
1⩽j<i⩽n

(ai − aj)

2.5 克莱姆 Cramer 法则
对于数域 K 上 n 个方程的 n 元线性方程组，

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + ·+ annxn = bn

其系数矩阵记作 A，增广矩阵记作 Ã。

定理 2.5.1

方程组有唯一解的充要条件是 |A| 6= 0。定义 Bj 为矩阵 A 第 j 列换为常数项后的矩阵，此时解为(
|B1|
|A|

, · · · , |Bn|
|A|

)
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证明 假设行列式有唯一解，由上一章知矩阵 Ã可以通过初等行变换变化为阶梯型矩阵 J，|A| = l|J | 6= 0。
□
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第三章 线性方程组的解系

3.1 n 维向量空间 Kn

取定一个数域 K，设 n 是任意给定的一个正整数。令

Kn = {(a1, · · · , an) | ai ∈ K, i = 1, · · · , n}

如果 a1 = b1, · · · , an = bn，则称 Kn 中的两个元素：(a1, · · · , an), (b1, · · · , bn) 相等。
在 Kn 中规定加法运算：

(a1, · · · , an) + (b1, · · · , bn) := (a1 + b1, · · · , an + bn)

在 K 的元素与 Kn 的元素之间规定数量乘法运算：

k(a1, · · · , an) := (ka1, · · · , kan)

不难验证加法和数量乘法运算满足下述八条运算法则：对于 α,β,γ ∈ Kn, k, l ∈ K 有
1. α+ β = β +α

2. (α+ β) + γ = α+ (β + γ)

3. 把元素 (0, · · · , 0) 记作零元素 0，使得

0+α = α+ 0 = α

4. 对于 α = (a1, · · · , an) ∈ Kn，定义其负元素

−α := (−a1, · · · ,−an)

于是有
α+ (−α) = (−α) +α = 0

5. 1α = α

6. (kl)α = k(lα)

7. k(α+ β) = kα+ kβ

定义 3.1.1 � n 维向量空间

数域 K 上所有 n 元有序数组组成的集合 Kn，连同定义在它上面的加法运算和数量乘法运算，及
其满足的 8 条运算法则一起，称为数域 K 上的一个 n 维向量空间。Kn 的元素称为 n 维向量；设
向量 α = (a1, · · · , an)，称 ai 是 α 的第 i 个分量。
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在 n 维向量空间 Kn 中，可以定义减法运算

α− β := α+ (−β)

n 元有序数组写成一行，称为行向量；写成一列，称为列向量，也可以看作行向量的转置。
Kn 可以看成是 n 维行向量组成的向量空间，也可以看作是列向量组成的向量空间。

定义 3.1.2 � 线性组合

给定向量组 α1, · · · ,αs，再任给 K 中的一组数 k1, · · · , ks，那么向量

k1α1 + · · ·+ ksαs

称为向量组 k1, · · · , ks 的一个线性组合，其中 k1, · · · , ks 称为系数。

定义 3.1.3 � 线性表出

给定向量组 α1, · · · ,αs，对于 β ∈ Kn，若存在 K 中的一组数 k1, · · · , ks 满足

β = k1α1 + · · ·+ ksαs

那么称 β 可以由向量组 α1, · · · ,αs 线性表出。

于是可以把数域 K 上的 n 元线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

写成

x1


a11

a21

· · ·
an1

+ x2


a12

a22

· · ·
an2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n

· · ·
ann

 =


b1

b2

· · ·
bn


或者

x1α1 + · · ·+ xnαn = β

其中 α1, · · · ,αn 是线性方程组的列向量组，β 是由常数项组成的列向量。因此方程组有解等价于 β 可以
被 α1, · · · ,αn 线性表出。

定义 3.1.4 � 线性子空间

Kn 的一个非空子集 U 是 Kn 的一个线性子空间，那么满足
（1）U 对于 Kn 的加法封闭：α,γ ∈ U ⇒ α+ γ ∈ U

（2）U 对于 Kn 的乘法封闭：α ∈ U, k ∈ K ⇒ kα ∈ U

特殊的，{0} 也是 Kn 的一个子空间，称为零子空间。Kn 本身也是 Kn 的一个子空间。
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α1, · · · ,αn 的所有线性组合也是 Kn 的一个子空间，称为 α1, · · · ,αn 生成（张成）的子空间，记作

〈α1, · · · ,αn〉 := {k1α1 + · · ·+ ksαs | ki ∈ K, i = 1, · · · , s}

于是线性方程组有解，等价与 β 可以由 α1, · · · ,αn 线性表出，即 β ∈ 〈α1, · · · ,αn〉。

3.2 线性相关与无关
定义 3.2.1

Kn 中向量组 α1, · · · ,αs 称为是线性相关的，如果有 K 中不全为 0 的数 k1, · · · , ks，使得

k1α1 + · · ·+ ksαs = 0

否则称为线性无关。

即线性无关意味着所有的系数只能都为 0。注意线性相关不意味着每个向量都可以由其他向量线性表
出，该向量前的系数 k 可以为 0。

3.3 向量组的秩
定义 3.3.1 � 极大线性无关组

向量组的一个部分组称为一个极大线性无关组，如果这个部分组本身是线性无关的，但是从这个向
量组的其余向量（如果还有的话）中任取一个添进去，得到的新的部分组都线性相关。

如果向量组 α1, · · · ,αs 的每一个向量都可以由向量组 β1, · · · ,βr 线性表出，那么称向量组 α1, · · · ,αs

可以由向量组线性表出。

定义 3.3.2

如果向量组 α1, · · · ,αs 与向量组 β1, · · · ,βr 可以互相线性表出，那么称两个向量组等价，记作

{α1, · · · ,αs} ∼= {β1, · · · ,βr}

可以证明，这种关系具有三条性质（反身性，对称性，传递性），即是等价关系。
对矩阵作初等行变换，变换前后的行向量组等价，不保证列向量组等价。
那么向量组与它的极大线性无关组等价。

定义 3.3.3

向量组 α1, · · · ,αr 的极大线性无关组所含向量的个数称为这个向量组的秩，记作

rank{α1, · · · ,αr}
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3.4 子空间的基与维数
定义 3.4.1 � 子空间

设 U 是 Kn 的一个子空间，如果 α1, · · · ,αr ∈ U 是 U 的一个基，那么
（1）α1, · · · ,αr 线性无关。
（2）U 中每一个向量都可以由 α1, · · · ,αr 线性表出。

显然，单位向量组 ε1, · · · , εn 是 Kn 的一个基，称作标准基。

定理 3.4.2

Kn 的任一非零子空间 U 都有一个基。

定理 3.4.3

Kn 的任一非零子空间 U 的任一两个基所含向量的个数相等，称为 U 的维数，记作 dimK U 或
dimU。

定理 3.4.4

向量组 α1, · · · ,αs 的一个极大线性无关组是这个向量组生成的子空间的 〈α1, · · · ,αs〉，从而

dim〈α1, · · · ,αs〉 = rank{α1, · · · ,αs}

3.5 矩阵的秩
定理 3.5.1

阶梯形矩阵 J 的行秩与列秩相等，它们都等于 J 的非零行的个数；并且 J 的主元所在的列构成列
向量的一个极大线性无关组。

定理 3.5.2

矩阵的初等行变换不改变矩阵的行秩和列秩。

定理 3.5.3

矩阵的行秩和列秩相等，统称为矩阵的秩。矩阵 A 的秩记作 rank(A)。

定理 3.5.4

非零矩阵的秩等于它的不为零的子式的阶数。

若一个 n 级矩阵的秩如果等于它的级数，那么称为满秩矩阵。
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定理 3.5.5

设 A 是 s× n 矩阵，B 是 l ×m 矩阵，则

rank
(
A 0

0 B

)
= rank(A) + rank(B)

定理 3.5.6

设 A 是 s× n 矩阵，B 是 l ×m 矩阵，C 是 s×m 矩阵，则

rank
(
A C

0 B

)
⩾ rank(A) + rank(B)

3.6 线性方程组有解的充分必要条件
定理 3.6.1

数域 K 上有线性方程组
x1α1 + · · ·+ xnαn = β

有解的充分必要条件是：它的系数矩阵与增广矩阵的秩相等。

定理 3.6.2

数域 K 上 n 元线性方程组有解时，如果它的系数矩阵满秩，那么方程组有唯一解；否则方程组有
无穷多个解。

3.7 齐次线性方程组解集的结构
数域 K 上 n 元齐次线性方程组

x1α1 + · · ·+ xnαn = 0

的一个解是 Kn 中的一个向量，称它为齐次线性方程组的一个解向量。
可知齐次线性方程组的解集 W 是 Kn 的一个子空间，称为方程组的一个解空间。

定义 3.7.1

齐次线性方程组有非零解时，如果它的有限多个解 η1, · · · , ηt 是其基础解系
（1）η1, · · · , ηt 线性无关。
（2）齐次线性方程组的每一个解都可以由 η1, · · · , ηt 线性表出。

于是解空间为
W = 〈η1, · · · , ηt〉
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定理 3.7.2

数域 K 上 n 元齐次线性方程组的解空间 W 的维数为

dimW = n− rank(A)

证明 倘若 rank(A) = n，即只有零解，那么 W = {0}，此时显然成立。
下面设 rank(A) = r < n。第一步，将 A 变化为简化行阶梯形矩阵，不妨设主元在前 r 列，即得

x1, · · · , xr 关于自由变量 xr+1, · · · , xn 的线性关系。
第二步，取 n− r 个线性无关向量（最简单就是逐个取 1），带入 xr+1, · · · , xn，得到方程组的 n− r

个解 η1, · · · ,ηn−r，显然这些解线性无关。
下证这些解是解空间的基。对于任何一个解 η，显然可以关于 xr+1, · · · , xn 的 n− r 个线性无关向量

分解，从而总是可以由 η1, · · · ,ηr 线性表示。故

dimW = n− rank(A)

□

例 3.7.3

求解 

x1 + 3x2 −5x3 − 2x4 = 0

−3x1 − 2x2 +x3 + x4 = 0

−11x1 − 5x2 −x3 + 2x4 = 0

5x1 + x2 +x3 = 0

第一步，化成简化阶梯型行列式，求出一般解
x1 = −x3 −

1

7
x4

x2 = 2x3 +
5

7
x4

第二步，其中 x3, x4 是自由变量，得到基础解系

η1 =


−1

2

1

0

 , η2 =


−1

5

0

7


因此方程组的解集为

W = {k1η1 + k2η2}

3.8 非齐次线性方程组的结构
称数域 K 上 n 元齐次线性方程组

x1α1 + · · ·+ xnαn = β
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的导出组为
x1α1 + · · ·+ xnαn = 0

其的解空间用 W 表示。

定理 3.8.1

如果数域 K 上 n 元齐次线性方程组有解，那么它的解集 U 为

U = {γ0 + η | η ∈ W}

其中 γ0 是非其次线性方程组的一个特解，W 是导出组的解空间用。

例 3.8.2

求解 

x1 + 2x2 −3x3 − 4x4 = −5

3x1 − x2 +5x3 + 6x4 = −1

−5x1 − 3x2 +x3 + 2x4 = 11

−9x1 − 4x2 −x3 = 17

第一步，化成简化阶梯型行列式，求出一般解
x1 = −x3 −

8

7
x4 − 1

x2 = 2x3 +
18

7
x4 − 2

第二步，其中 x3, x4 是自由变量，得到特解和基础解系

γ0 =


−1

−2

0

0

 , η1 =


−1

2

1

0

 , η2 =


−1

5

0

7


因此方程组的解集为

W = {γ0 + k1η1 + k2η2}
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第四章 矩阵的运算

4.1 矩阵的运算
数域上 K 两个矩阵的行数、列数都相等，且所有元素对应相等，那么称两个矩阵相等。

定义 4.1.1

设数域 K 上的 s× n 矩阵 A = (aij), B = (bij)，令 A,B 的和为

A+B := (aij + bij)s×n

定义 4.1.2

设数域 K 上的 s× n 矩阵 A = (aij)，令 k ∈ K 与 A 的数量乘积为

kA := (kaij)s×n

不难验证，矩阵的加法和数量乘法满足类似于 n 维向量的 8 条运算法则。
同样定义矩阵的减法

A−B := A+ (−B)

定义 4.1.3

设 A = (aij)s×n, B = (aij)n×m，令 A,B 的乘积为

AB =

(
n∑

k=1

aikbkj

)
s×m

同样，若 AB 和 BA 几乎都不相等，甚至不一定能够运算。

定理 4.1.4

设 A = (aij)s×n, B = (bij)n×m, C = (cij)m×r，则

(AB)C = A(BC)

注意到，若 A,B 6= 0，有可能 BA = 0。因此 BA = 0 不能推出 B = 0 或 A = 0。
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定义 4.1.5 � 零因子

对于矩阵 A，若存在矩阵 B 6= 0 使得 AB = 0，那么称 A 是一个左零因子。如果存在一个矩阵
C 6= 0 使得 CA = 0，那么称 A 是一个右零因子。左零因子和右零因子称为零因子。

特殊的，零矩阵是零因子，称为平凡的零因子。

定理 4.1.6

矩阵的乘法有分配律（左分配律、右分配律）

A(B + C) = AB +AC

(B + C)D = BD + CD

矩阵的乘法不适合消去律，从 AC = BC 且 C 6= 0 不能推出 A = B。
主对角线上元素都是 1，其余元素都是 0 的 n 级矩阵称为 n 级单位矩阵，记作 En 或者简记作 E（有

些书上记作 I）。主对角线上元素是同一个数 k，其余元素全为 0 的 n 级矩阵称为数量矩阵，可以记作 kE。
因此有

EsAs×n = As×n, As×nEn = As×n

若 A 是 n 级矩阵，则
EA = AE = A

矩阵的乘法与数量乘法满足下述关系式

k(AB) = (kA)B = A(kB)

数量矩阵还有
kE + lE = (k + l)E

k(lE) = (kl)E

(kE)(lE) = (kl)E

矩阵的乘法虽不满足交换律，但若对具体的两个矩阵 A 与 B，也有可能 AB = BA，那么称 A 与 B

可交换。比如数量矩阵与任一同级矩阵可交换

(kE)A = A(kE) = kA

定义 4.1.7

定义 n 级矩阵 A 的非负整数次幂为

An := A · · ·A, An+1 := AAn

定理 4.1.8

(A+B)
T
= AT +BT, (kA)

T
= kAT, (AB)

T
= BTAT
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如果把 n 元线性方程组的系数矩阵记作 A，称常数项组成的列向量为 β，未知量 x1, · · · , xn 组成的
列向量为 X，那么 n 元线性方程组可以写成

AX = β

于是列向量 η 是方程组的 AX = β 的解当且仅当 Aη = β。

4.2 特殊矩阵
定义 4.2.1

主对角线以外的元素全为 0 的方阵称为对角矩阵，简记作

diag{d1, · · · , dn}

定义 4.2.2

只有一个元素是 1，其他元素全为 0 的矩阵称为基本矩阵。(i, j) 元为 1 的基本矩阵记作 Eij。

定义 4.2.3

主对角线下（上）方的元素全为 0 的方阵称为上（下）三角矩阵。

显然 A = (aij) 为上三角矩阵的充分必要条件是

aij = 0�当 i > j

同样，上三角矩阵也可表述为
A =

n∑
i=1

n∑
j=i

aijEij

定义 4.2.4

由单位矩阵经过一次初等行（列）变换得到的矩阵称为初等矩阵。

初等矩阵有且只有三种类型：P (j, i(k)), P (i, j), P (i(c))，其中 c 6= 0。
1. 用 P (j, i(k)) 左乘 A，即把 A 的第 i 行的 k 倍加到第 j 行上。
2. 用 P (j, i(k)) 右乘 A，即把 A 的第 j 列的 k 倍加到第 i 列上。
类似的，用 P (i, j) 左（右）乘 A，就相当于把 A 的第 i 行（列）与第 j 行（列）互换。
用 P (i(c)) 左（右）乘 A，就相当于用 c 乘 A 的第 i 行（列）。

定义 4.2.5

一个矩阵 A 如果满足 AT = A，那么称 A 是对称矩阵。

定义 4.2.6

如果一个矩阵 A 如果满足 AT = −A，那么称 A 是斜对称矩阵。
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4.3 矩阵乘积的秩与行列式
定理 4.3.1

设 A = (aij)s×n, B = (bij)n×m，则

rank(AB) ⩽ min{rank(A), rank(B)}

定理 4.3.2

rank(A+B) ⩽ rank(A) + rank(B)

证明 显然 A+B 的列向量总是可以由 A 和 B 列向量的极大无关组表出。 □

定理 4.3.3

设 A = (aij)s×n, B = (bij)n×m，则

|AB| = |A||B| = |B||A| = |BA|

定理 4.3.4 � Binet − Cauchy 公式

设 A = (aij)s×n, B = (bij)n×m，则
1. 如果 s > n，那么 |AB| = 0；
2. 如果 s ⩽ n，那么 |AB| 等于 A 的所有 s 阶子式的与相应 s 阶子式的乘积之和，即

|AB| =
∑

1⩽v1<···<vs⩽n

A

(
1, · · · , s
v1, · · · , vs

)
·B
(
v1, · · · , vs
1, · · · , s

)

定理 4.3.5

rank(ATA) = rank(AAT) = rank(A)

证明 试证 AX = 0 与 (ATA)X = 0 同解。
假设 η 是 AX = 0 的一个解，显然

(ATA)X = AT(Aη) = AT0 = 0

反之，设 η 是 (ATA)X = 0 的一个解，注意到

(Aη)
T
(Aη) = ηT((ATA)η) = 0

即向量 Aη 的长度为 0，故 Aη = 0。 □

定理 4.3.6

设 A 是一个 s× n 矩阵，且 A 6= 0，证明：A 可以被分解为行列向量的乘积当且仅当 rank(A) = 1

证明 由于秩为 1，因此选取 A 的一个列向量 α1，其他的列向量都可以由其表示，故 A = αβT。 □
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例 4.3.7

如果数域上的 n 级矩阵 A 满足 AAT = E，且 |A| = −1，求证：|E +A| = 0。

解

4.4 可逆矩阵
定义 4.4.1

对于数域 K 上的矩阵 A，如果存在数域 K 上的矩阵 B，使得

AB = BA = E

那么称 A 是可逆矩阵（或非奇异矩阵），B 称为 A 的逆矩阵，记作 A−1。

易知可逆矩阵一定是方阵，n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是

|A| 6= 0

定义 4.4.2

设矩阵 A = (aij)，那么 A 的伴随矩阵为

A∗ = (Aij)

有
AA∗ = |A|E

定理 4.4.3

数域 K 上 n 级矩阵 A 可逆的充分必要条件是 |A| 6= 0。当 A 可逆时，

A−1 =
A∗

|A|

易得，可逆矩阵有如下性质
1. (A−1)−1 = A

2. (AB)−1 = B−1A−1

可逆矩阵能够通过初等行变换变成第简化行阶梯形矩阵一定是单位矩阵。

定理 4.4.4

矩阵 A 可逆的充分必要条件是它可以表示成一些初等矩阵的乘积。

用一个可逆矩阵左（右）乘一个矩阵 A，不改变 A 的秩。这里给出了求可逆矩阵第逆矩阵的又一种方
法，称为初等变换法。
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例 4.4.5

设 A,B 分别是 n×m,m× n 的矩阵，如果已知 En −AB 可逆，求 (Em −BA)−1。

解 设存在 m 级矩阵 X 使得
(Em −BA)(Em +X) = Em

即
X −BAX = BA

直觉指引我们构造 X = BY A，带入有

B(Em −AB)Y A = BA

因此可以令 Y = (Em −AB)−1，故

(Em −BA)−1 = Em +B(En −AB)−1A

例 4.4.6

设方阵 A,B 满足 |A|+ |B| = 0，且 A,B 是对合矩阵，即 A2 = B2 = E。证明：那么 A+B,E+AB

都不可逆。

解 可以得到 |A| = ±1，不妨设 |A| = 1, |B| = −1，则

|A+B| = |A(A+B)| = |E +AB|

= −|(A+B)B| = −|AB + E|

故 |A+B| = |AB + E| = 0。

例 4.4.7

如果 A3 = 0，求 (E −A)−1。

解 注意到
(E −A)(E +A+A2) = E −A3 = E

因此
(E −A)−1 = E +A+A2

例 4.4.8

设 n 级矩阵 A,B 满足 A+B = AB，求证：E −A,E −B 都可逆，且 AB = BA。

解 注意到
(E −A)(E −B) = E −A−B +AB = E

因此
E = (E −B)(E −A) = E +BA−AB

得到 AB = BA。
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4.5 矩阵的分块
由矩阵 A 的若干行、若干列的交叉位置元素按原来顺序排成的矩阵称为 A 的一个子矩阵。若把分为

若干组，列也分成若干组，从而 A 被分成若干个子矩阵，把 A 看成是由这些子矩阵组成的，这称为矩阵
的分块，这种由子矩阵组成的矩阵称为分块矩阵。

定理 4.5.1

如果 A11, A22, · · · , Ass 都是方阵，则∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A11 0 · · · 0

A21 A22 · · · 0
...

...
...

As1 As2 · · · Ass

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A11| · · · |Ass|

证明 由 Laplace 定理即知。 □

定理 4.5.2

设 A =

(
B C

0 D

)
，其中 B,C,D 都是方阵，那么

A−1 =

(
B−1 −B−1CD−1

0 D−1

)

定理 4.5.3 � Sylvester 秩不等式

设 A,B 分别是 s× n, n×m 的矩阵，则

rank(A) + rank(B) ⩽ rank(AB) + n

证明 由于矩阵的初等行（列）变换不改变矩阵的秩，构造分块矩阵

n+ rank(AB) = rank
(
En 0

0 AB

)
= rank

(
B En

0 A

)
⩾ rank(B) + rank(A)

□

定理 4.5.4

如果 n 级矩阵满足 (A− aE)(A− bE) = O，其中 a 6= b，证明：rank(A− aE)+ rank(A− bE) = n。

证明 一方面
rank(A− aE) + rank(A− bE) ⩽ rank(O) + n = n

另一方面
rank(A− aE) + rank(A− bE) ⩾ rank((A− aE)− (A− bE)) = n

因此 rank(A− aE) + rank(A− bE) = n。 □
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如果 n 级矩阵 A 满足 A2 = A，则称 A 是幂等矩阵。一个直接的推论是，A 是幂等矩阵当且仅当
rank(A) + rank(E −A) = n。

例 4.5.5

设 A,B 是 n 级矩阵，有
（1）|A∗| = |A|n−1。
（2）

rank(A∗) =


n, rank(A) = n

1, rank(A) = n− 1

0, rank(A) < n− 1

（3）
(A∗)∗ = |A|n−2A

（4）
(A−1)∗ = (A∗)−1 =

A

|A|

（5）
(AB)∗ = B∗A∗

证明 （2）当 rank(A) = n时 A可逆，显然 A∗也可逆；当 rank(A) < n−1时，不存在不为零的 n−1阶子式，
故 A∗ = O, rank(A∗) = 0; 当 rank(A) = n−1时，|A| = 0，因此 AA∗ = O，于是 rank(A)+ rank(A∗) ⩽ n。
又 A 存在不为零的 n− 1 阶子式，故 A∗ 6= O，因此 rank(A∗) = 1。 □

例 4.5.6

设 A,B,C,D 都是数域上的 n 级矩阵，则∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |AD −ACA−1B|

定理 4.5.7 � Frobenius 秩不等式

设 A,B,C 分别是 s× n, n×m,m× t，则

rank(ABC) ⩾ rank(AB) + rank(BC)− rank(B)

定理 4.5.8

n 级矩阵 A 是对合矩阵的充要条件是

rank(E +A) + rank(E −A) = n

证明 注意到
n = rank(2E) ⩽ rank(E −A) + rank(E +A) ⩽ rank(E −A2) + n

当且仅当 A2 = E 时等号成立。 □
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例 4.5.9

设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，且 rank(A) = 1，求证：存在 k 使得 A2 = kA。

证明 因为 rank(A) = 1，因此可以把 A 分解为 A = αβT。从而

A2 = αβTαβT = (βTα)αβT

其中 k = βTα 为一实数。 □

4.6 正交矩阵
定义 4.6.1

实数域上的 n 级矩阵 A 如果满足
AAT = E

那么称 A 是正交矩阵。

那么其具有如下性质
1. 若 A 和 B 都是 n 级正交矩阵，则 AB 也是正交矩阵。
2. 若 A 是正交矩阵，则 A−1 （即 AT）也是正交矩阵。
3. 若 A 是正交矩阵，则 |A| = ±1

引用 Kronecker 记号 δij，它的含义是

δij =

1, 当 i = j

0, 当 i 6= j

定理 4.6.2

设实数域上 n 级矩阵 A 的行向量组为 γ1, · · · , γn，列向量组为 α1, · · · , αn，则

γiγ
′
j = δij , α

′
iαj = δij , 1 ⩽ i, j ⩽ n

定义 4.6.3

在 Rn 中，任给 α = (a1, · · · , an),β = (b1, · · · , bn)，规定

(α,β) :=
∑

anbn = αβT

这个二元实值函数 (α,β) 称为 Rn 的一个内积（通常称为标准内积）。

可以验证 Rn 的标准内积有下列性质：
1. 对称性 (α,β) = (β, α)。
2. 线性性之一 (α+ γ,β) = (α,β) + (γ,β)。
3. 线性性之二 (kα,β) = k(α,β)。
4. 正定性 (α, α) ⩾ 0，当且仅当 α = 0 时等号成立。
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可以验证
(k1α1 + k2α2,β) = k1(α1,β) + k2(α2,β)

(α, k1β1 + k2β2) = k1(α,β1) + k2(α,β2)

n 维向量空间 Rn 有了标准内积后，就称 Rn 为一个欧几里得空间。其中，向量 α 的长度 |α| 规定为

|α| :=
√

(α, α)

不难验证
|kα| = |k||α|

长度为 1 的向量称为单位向量，把非零向量 α 除以 |α| 称为把 α 单位化。
在欧几里得空间 Rn 中，如果 (α,β) = 0，那么称 α 与 β 是正交的，记作 α⊥β。由非零向量组成的

向量组如果其中每两个不同的向量都正交，那么称它们为正交向量组。如果其每个向量都是单位向量，那
么称它为正交单位向量组。
特殊的，零向量与任何向量正交，仅由一个非零向量组成的向量组也是正交向量组。
不难验证，欧几里得空间 Rn 中 n 个向量组成的正交向量组一定是 Rn 的一个基，称它为正交基。如

果其每个向量都是单位向量，那么称它为 Rn 的一个标准正交基。

定理 4.6.4

实数域上的 n 级矩阵 A 是正交矩阵的充分必要条件为：A 的行（列）向量组是欧几里得空间 Rn 的
一个标准正交基。

定理 4.6.5

设 α1, · · · , αs 是欧几里得空间 Rn 中一个线性无关的向量组，令

β1 = α1

β2 = α2 −
(α2,β1)

(β1,β1)
β1

· · ·

βs = αs −
s−1∑
j=1

(αs,βj)

(βj ,βj)
βj

则 β1, · · · ,βs 是正交向量组，并且与 α1, · · · , αs 等价。

这给出了在欧几里得空间 Rn 中从一个线性无关的向量组 α1, · · · , αs 出发，够造出与它等价的一个正
交向量组的方法，这种方法称为施密特 Schmidt 正交化过程，只要再将 β1, · · · ,βs 中每个向量单位化，则
其就是与原向量组等价的正交单位向量组，就是 Rn 的一个标准正交基。

4.7 Kn 到 Ks 的线性映射
映射视作熟知的。设 f 是集合 S 到集合 S′，S 所有元素在 f 下的象组成的集合叫做 f 的值域或者 f

的象，记作 f(S) 或 Im f。
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定义 4.7.1

数域 K 上的向量空间 Kn 到 Ks 的一个映射 σ 如果保持加法和数量乘法，即 ∀α,β ∈ Kn, k ∈ K

有
σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)

σ(kα) = kσ(α)

那么称 σ 是 Kn 到 Ks 上的一个线性映射。

设 A 是数域 K 上 s× n 矩阵，令
A : Kn → Ks

α 7→ Aα

定义 4.7.2

设 σ 是 Kn 到 Ks 的一个映射，Kn 的一个子集

{α ∈ Kn | σ(α) = 0}

称为映射 σ 的核，记作 Kerσ

不难验证，如果 σ 是 Kn 到 Ks 的一个线性映射，那么 Kerσ 是 Kn 的一个子空间。

定理 4.7.3

设数域上 K 上齐次线性方程组 AX = 0 的解空间是 W，A 对应的线性映射为 A 则

KerA = W

因此
dimKerA+ dim ImA = dimKn
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第五章 矩阵的相抵与相似

5.1 等价关系与集合的划分
等价关系还是记录一下。

定义 5.1.1

设 S 是一个非空集合，我们把 S × S 的一个子集 W 叫做 S 上的一个二元关系。如果 (a, b) ∈ W，
那么称 a 与 b 有 W 关系；如果 (a, b) /∈ W，那么称 a 与 b 没有 W 关系。

当 a 与 b 有 W 关系时，记作 aWb，或 a ∼ b。

定义 5.1.2

集合 S 上的一个二元关系 ∼ 如果具有下述性质：∀a, b, c ∈ S，有
（1）反身性 a ∼ a

（2）对称性 a ∼ b ⇒ b ∼ a

（3）传递性 a ∼ b 且 b ∼ c ⇒ a ∼ c

那么称 ∼ 是 S 上的一个等价关系。

定义 5.1.3

设 ∼ 是集合 S 上的一个等价关系，a ∈ S ，令

a := {x ∈ S | x ∈ a}

称 a 是由 a 确定的等价类，a 称为等价类 a 的一个代表。

定义 5.1.4

如果集合 S 是一些非空子集 Si （i ∈ I，这里 I 表示指标集）的并集，并且其中不相等的子集一定
不相交，那么称集合 {Si | i ∈ I} 是 S 的一个划分，记作 π(S)。

定理 5.1.5

设 ∼ 是集合 S 上的一个等价关系，则所有等价类组成的集合是 S 的一个划分，记作 π∼(S)。
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定义 5.1.6

设 ∼ 是集合 S 上的一个等价关系。由所有等价类组成的集合称为 S 对于关系 ∼ 的商集，记作
S/∼。

注意，S 的商集 S/∼ 里的元素是 S 的子集，不是 S 的元素。
设 ∼ 是集合 S 上的一个等价关系，一种量或一种表达式如果对于同一个等价类里的元素是相等的，

那么称这种量或表达式是一个不变量。恰好能完全决定等价类的一组不变量称为完全不变量。

5.2 矩阵的相抵
数域 K 上所有 s× n 矩阵组成的集合记作 Ms×n(K)，当 s = n 时简记为 Mn(K)。

定义 5.2.1

对于数域 K 上的 s × n 矩阵 A 和 B，如果从 A 经过一系列初等行变换和初等列变换能变成矩阵
B，那么称 A 与 B 是相抵的，记作 A

相抵∼ B。

相抵是集合 Ms×n(K) 上的一个二元关系，不难验证相抵是一个等价关系，其下矩阵 A 的等价类称为
A 的相抵类。

定理 5.2.2

设数域 K 上 s× n 矩阵 A 的秩为 r，如果 r > 0，那么 A 相抵于下述形式的矩阵(
Er 0

0 0

)

称其为 A 的相抵标准形；如果 r = 0，那么相抵标准形是零矩阵。

定理 5.2.3

数域 K 上 s × n 矩阵 A 与 B 相抵当且仅当它们的秩相等，即矩阵的秩是相抵关系下的完全不变
量。

5.3 广义逆矩阵
对于线性方程组 AX = β，当 A 可逆时答案可以被直接表示为 X = A−1β。当 A 不可逆但方程有解

时，引入广义逆的概念来辅助分析。

定理 5.3.1

设 A 是数域 K 上 s× n 非零矩阵，则矩阵方程

AXA = A
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一定有解。如果 rank(A) = r，并且

A = P

(
Er 0

0 0

)
Q

其中 P,Q 分别是 K 上 s 级、n 级可逆矩阵，那么矩阵方程的通解为

X = Q−1

(
Er B

C D

)
P−1

其中 B,C,D 分别是数域 K 上任意的 r × (s− r), (n− r)× r, (n− r)× (s− r) 矩阵。

定义 5.3.2 � 广义逆

设 A 是数域 K 上 s× n 非零矩阵，则矩阵方程 AXA = A 的每一个解都称为 A 的一个广义逆矩
阵，简称广义逆。用 A− 表示。

定理 5.3.3

非齐次线性方程组 AX = β 有解的充分必要条件是

β = AA−β

证明 必要性：设 AX = β 有解 α，则

β = Aα = AA−Aα = AA−β

充分性：若 β = AA−β，显然 A−β 是 AX = β 的解。 □

定理 5.3.4

非齐次线性方程组 AX = β 有解时，它的通解为

X = A−β

定理 5.3.5

数域 K 上 n 元齐次线性方程组 AX = 0 的通解为

X = (En −A−A)Z

其中 A− 是 A 的任意一个广义逆，Z 取遍 Kn 中任意列向量。

定理 5.3.6

数域 K 上 n 元非齐次线性方程组 AX = β 的通解为

X = A−β + (En −A−A)Z

其中 A− 是 A 的任意一个广义逆，Z 取遍 Kn 中任意列向量。
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5.4 矩阵的相似
定义 5.4.1 � 矩阵相似

设 A 与 B 都是数域 K 上 n 级矩阵，如果存在数域 K 上一个 n 级可逆矩阵 P，使得

P−1AP = B

那么称 A 与 B 是相似的，记作 A ∼ B。

同样相似是集合 Ms×n(K) 上的一个二元关系，不难验证相似是一个等价关系，其下矩阵 A 的等价类
称为 A 的相似类。相似的矩阵具有相等的行列式和秩。

定义 5.4.2

n 级矩阵 A = (aij) 的主对角线上元素的称为 A 的迹，记作 tr(A)。

不难验证矩阵的迹都有如下性质
tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr(kA) = k tr(A)

tr(AB) = tr(BA)

定理 5.4.3

相似的矩阵都有相同的迹。

证明 不妨设 A = P−1BP，于是

tr(B) = tr(P−1AP ) = tr((P−1P )A) = tr(A)

□
这表明，矩阵的行列式、秩、迹都是相似关系下的不变量，简称为相似不变量。如果 n 级矩阵相似于

一个对角矩阵，那么称 A 可对角化 。

定理 5.4.4

数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是，Kn 中有 n 个线性无关的列向量 α1, · · · ,αn，
以及 K 中有 n 个数 λ1, · · · , λn（它们之中有些可能相等），使得

Aαi = λiαi, 1 ⩽ i ⩽ n

这时，令 P = (α1, · · · ,αn)，则

P−1AP = diag{λ1, · · · , λn}

证明 带入 AP = PD，注意到

AP = (Aα1, · · · , Aαn) = (λ1α1, · · · , λnαn)D = PD

因此存在 Aαi = λiαi。 □
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例 5.4.5

如果 n 级矩阵 A 可对角化，求证：A 相似于 AT。

证明 即存在 P 使得 P−1AP = D，其中 D 是对角阵，从而存在

DT = (P−1AP )
T
= PTAT(PT)−1

因此 A ∼ D = DT AT。 □

例 5.4.6

如果 n 级矩阵 A,B 满足 AB −BA = A，求证：A 不可逆。

证明 假设 A 可逆，两边乘 A−1 得到
B −A−1BA = E

从左边来看，有
tr(B −A−1BA) = tr(B)− tr(A−1BA) = tr(B)− tr(B) = 0

因此 0 6= tr(E) = n 矛盾，故不可逆。 □

5.5 矩阵的特征值和特征向量
定义 5.5.1

设 A 是数域 K 上的一个 n 级矩阵，如果 Kn 中有非零列向量 α 使得

Aα = λ0α,且 λ0 ∈ K

那么称 λ0 是 A 的一个特征值，称 α 是 A 的属于特征值 λ0 的一个特征向量。

注意零向量不是特征向量。

定理 5.5.2

设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，则
（1）λ0 是 A 的一个特征值当且仅当 λ0 是 A 的特征多项式 |λE −A| 在 K 中的一个根。
（2）α 是 A 的属于特征值 λ0 的一个特征向量当且仅当 α 是齐次线性方程组 (λ0E − A)X = 0 的
一个解。

设 λj 是 A 的一个特征值，把齐次线性方程组 (λjE −A)X = 0 的解空间称为 A 的属于 λj 的特征子
空间，其中的全部非零向量都是 A 的属于 λj 的全部特征向量。

定理 5.5.3

相似的矩阵有相等的特征多项式。

因此矩阵的特征多项式和特征值都是相似不变量。
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定理 5.5.4

设 A是 n级矩阵，则 A的特征多项式 f(λ) = |λE−A|是一个 n次多项式，且 [λn]f = 1, [λn−1]f =

− tr(A), [λ0]f = (−1)n|A|。

定义 5.5.5

设 A 是数域 K 上的 n 级矩阵，λ1 是 A 的一个特征值。把 A 的属于 λ1 的特征子空间的维数叫做
特征值 λ1 的几何重数，而把 λ1 作为 A 的特征多项式根的重数叫做 λ1 的代数重数。代数重数简称
为重数。

定理 5.5.6

设 λ1 是数域 K 上的 n 级矩阵 A 的一个特征值，则 λ1 的几何重数不超过它的代数重数。

例 5.5.7

设 A 是一个 n 级正交矩阵，证明：

1. 如果 A 有特征值，那么它的特征值是 1 或 −1；
2. 如果 |A| = −1，那么 −1 是 A 的一个特征值；
3. 如果 |A| = 1，且 n 是奇数，那么 1 是 A 的一个特征值。

证明 （1）存在特征值即存在 λ 使得 Aα = λα，得到

αTα = (Aα)
T
(Aα) = (λα)

T
(λα) = λ2αTα

因此 λ = ±1。
（2）第四章证明过。
（3）如果 |A| = 1，那么

|E −A| = |AAT −A| = (−1)n|E −A| = −|E −A|

因此 1 是其特征值。 □

例 5.5.8

求矩阵的全部特征值和特征向量

A =


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5


解 首先求出特征多项式

|λE −A| = λ3 − 12λ2 + 21− 10 = (λ− 1)2(λ− 10)

解得 λ1 = 1, λ2 = 10。首先解方程 (λ1E −A)X = 0，得到基本解系

α1 = (−2, 1, 0)
T
, α2 = (2, 0, 1)

T
, α3 = (−1,−2, 2)

T
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5.6 矩阵可对角化的条件
定理 5.6.1

数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是 A 有 n 个线性无关的特征向量 α1, · · · ,αn，此
时令

P = (α1, · · · ,αn)

则
P−1AP = diag{λ1, · · · , λn}

其中 λi 是 αi 所属的特征值。上述对角矩阵称为 A 的相似标准形。

定理 5.6.2

设 λ1, λ2 是数域 K 上 n级矩阵 A的不同特征值，α1, · · · ,αs 与 β1, · · · ,βr 分别是 A的属于 λ1, λ2

的线性无关的特征向量，则 α1, · · · ,αs,β1, · · · ,βr 线性无关。

定理 5.6.3

设 λ1, · · · , λm 是数域 K 上 n 级矩阵 A 的不同特征值，αj1, · · · ,αjrj 是 A 的属于 λj 的线性无关
的特征向量，j = 1, · · · ,m，则向量组

α11, · · · ,α1r1 , · · · ,αm1, · · · ,α1rm

线性无关。

定理 5.6.4

数域 K 上 n 级矩阵 A 可对角化的充分必要条件是：A 的特征多项式的全部复根都属于 K，并且
A 的每个特征值的几何重数等于它的代数重数。

5.7 实对称矩阵的对角化
若对于 n 级矩阵 A,B，存在一个 n 级正交矩阵 T，使得 T−1AT = B，那么称 A 正交相似于 B。

定理 5.7.1

实对称矩阵的特征多项式的每一个复根都是实数，从而它们都是特征值。

定理 5.7.2

实对称矩阵 A 的属于不同特征值的特征向量是正交的。

定理 5.7.3

实对称矩阵一定正交相似于对角矩阵。

34



对于 n 级实对称矩阵 A，找一个正交矩阵 T，使得 T−1AT 为对角矩阵的步骤如下。
1. 计算 |λE −A|，求出它的全部不同的根：λ1, · · · , λm，它们是 A 的特征值。
2. 对于每一个特征值 λj，求 (λjE − A)X = 0 的一个基础解系 αj1, · · · ,αjrj；然后把它们 Schmidt

正交化和单位化，得到 ηj1, · · · ,ηjrj
。它们也是 A 的属于 λj 的一个特征向量。

3. 令
T = (η11, · · · ,η1r1

, · · · ,ηm1, · · · ,ηmrm
)

则 T 是 n 级正交矩阵，且

T−1AT = diag{λ1, · · · , λ1, · · · , λm, · · · , λm}

例 5.7.4

给定实矩阵 A，求正交矩阵 T 使得 T−1AT 为对角矩阵

A =


0 −2 2

−2 −3 4

2 4 −3


解 首先求得特征多项式

|λE −A| = (λ− 1)2(λ+ 8)

得到特征值为 1,−8，分别求得 (λE −A)X = 0 的基础解系

α1 = (−2, 0, 1)
T
,α2 = (2, 1, 0)

T
,α3 = (−1, 2,−2)

T

正交归一化后得到

η1 =

(
− 2√

5
, 0,

1√
5

)T
,α2 =

(
2

3
√
5
,

√
5

3
,

4

3
√
5

)T

,η3 =

(
−1

3
,
2

3
,−2

3

)T

因此

T =


− 2√

5
2

3
√
5

− 1
3

0
√
5
3

2
3

1√
5

4
3
√
5

− 2
3
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第六章 二次型·矩阵的合同

6.1 二次型及其标准型
定义 6.1.1 � 二次型

数域 K 上的一个 n 元二次型是系数在 K 中的 n 个变量的齐次多项式，它的一般形式是

f(x1, · · · , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj

其中 aij = aji。

把二次型的系数按原来顺序排成一个 n 级矩阵 A，则称 A 是二次型 f(x1, · · · , xn) 的矩阵，它是对称
矩阵。
再令 X = (x1, · · · , xn)

T，则二次型可以写作

f(x1, · · · , xn) = XTAX

令 Y = (y1, · · · , yn)T，设 C 是数域 K 上的 n 级可逆矩阵，则关系式

X = CY

称为变量 x1, · · · , xn 到变量 y1, · · · , yn 的一个非退化线性替换。如果 C 是正交矩阵，那么变量的替换
X = CY 称为正交替换。

定义 6.1.2

数域上两个 n 元二次型 XTAX 与 Y TAY，如果存在一个非退化线性替换 X = CY，把 XTAX

变成 Y TBY 那么称二次型 XTAX 与 Y TBY 等价，记作 XTAX ∼= Y TBY。

定义 6.1.3

数域 K 上两个 n 级矩阵 A 与 B，如果存在 K 上的一个 n 级可逆矩阵 C，使得

CTAC = B

那么称 A 与 B 合同，记作 A ' B。

带入 XTAX 可以发现

XTAX = (CY )
T
A(CY ) = Y T(CTAC)Y
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即二次型 XTAX 和 Y TAY 等价当且仅当 A,B 合同。
如果二次型 XTAX 等价于一个只含平方项的二次型，那么这个只含平方项的二次型称为 XTAX 的

一个标准形。如果 A 合同于一个对角矩阵，则这个对角矩阵称为 A 的一个合同标准型。
对于 n 级实对称矩阵 A，存在 n 级的正交矩阵 T 使得

T−1AT = diag{λ1, · · · , λn}

其中 λ1, · · · , λn 是 A 的全部特征值，因此 A 合同于 T−1AT。从而在 X = TY 的替换下，得到一个标准
型

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n

定理 6.1.4

数域 K 上的任一对称矩阵都合同于一个对角矩阵。

这意味着数域 K 上任一 n 元二次型都等价于一个只含平方项的二次型。有一个新方法来求得基本型：
对于 XTAX，对 A 做初等行列变换，仅对 E 做其中的初等列变换(

A

E

)
→

(
D

C

)

得到对角矩阵 D = diag d1, · · · , dn，则
CTAC = D

令 X = CY，则得到 XTAX 的一个标准型。
二次型 XTAX 的矩阵 A 的秩就称为二次型 XTAX 的秩。

例 6.1.5

用正交替换把下述实二次型化为标准型

f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 3z3 − 4xy − 4yz

解 首先得到矩阵

A =


1 −2 0

−2 2 −2

0 −2 3


计算其特征值

|λE −A| = (λ− 2)(λ− 5)(λ+ 1)

即 A 的全部特征值为 λ = 2, 5,−1，对应的基础解系单位化得到

η1 =

(
−2

3
,
1

3
,
2

3

)T
,η2 =

(
1

3
,−2

3
,
2

3

)T
,η3 =

(
2

3
,
2

3
,
1

3

)T

令

T =


− 2

3
1
3

2
3

1
3

− 2
3

2
3

2
3

2
3

1
3
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此处 T 即是正交矩阵，且 T−1AT = diag{2, 5,−1}。令

(x, y, z)
T
= T (a, b, c)

T

则
f(x, y, z) = 2a2 + 5y2 − z2

6.2 实二次型的规范形
实数域上的二次型简称为实二次型，n元实二次型 XTAX 经过一个适当的非退化线性替换 X = CY

可以化成下述形式的标准形

d1y
2
1 + · · ·+ dpy

2
p − dp+1y

2
p+1 − · · · − dry

2
r

其中 di > 0, i = 1, · · · , r。再做一次非退化线性替换可以变成

z21 + · · ·+ z2p − z2p+1 − · · · − z2r

定理 6.2.1

n 元实二次型 XTAX 的规范形是唯一的。

定义 6.2.2

在实二次型 XTAX 的规范形中，系数为 +1 的平方项个数 p 称为 XTAX 的正惯性指数，系数为
−1 的平方项个数 r − p 称为 XTAX 的负惯性指数；正惯性指数减去负惯性指数所得的差 2p − r

称为 XTAX 的符号差。

任一 n级实对称矩阵合同于对角矩阵 diag{1, · · · , 1,−1, · · · ,−1, 0, · · · , 0}，其中 0的个数等于XTAX

的正惯性指数，−1 的个数等于 XTAX 的负惯性指数（也分别称作 A 的惯性指数），这个对角举着称为
A 的合同规范形。
现讨论复数域上的二次型，简称为复二次型。设 n 元复二次型 XTAX 经过一个适当的非退化线性替

换 X = CY 变成下述形式的标准形
d1y

2
1 + · · ·+ dry

2
r

其中 di 6= 0, i = 1, · · · , n，r 是这个二次型的秩。再做一个非退化线性替换可得

z21 + · · ·+ z2r

把这个标准形叫做复二次型 XTAX 的规范形，显然其完全由其秩决定，故只有一种形式。

6.3 正定二次型与正定矩阵
定义 6.3.1

n 元实二次型 XTAX 称为正定的，如果对于 Rn 中任一非零列向量 α，都由 αTAα > 0。

38



定理 6.3.2

n 元实二次型 XTAX 是正定的当且仅当它的正惯性系数等于 n。

定义 6.3.3

实对称矩阵 A 称为正定的，如果实二次型 XTAX 是正定的。

正定的实对称矩阵简称为正定矩阵。

定理 6.3.4

实对称矩阵 A 是正定的充分必要条件是 A 的说有顺序主子式全大于 0。

定义 6.3.5

实对称矩阵 A 称为半正定（负定，半负定，不定）的，如果实二次型对于 Rn 中任一非零列向量 α，
都有

αTAα ⩾ 0 (αTAα < 0, αTAα ⩽ 0)

如果 XTAX 既不是半正定的，又不是半负定的，那么称它是不定的。

定义 6.3.6

实对称矩阵 A 称为半正定（负定，半负定，不定）的，如果实二次型 XTAX 是半正定（负定，半
负定，不定）的。

定理 6.3.7

n 级实对称矩阵 A 是半正定的，当且仅当 A 的所有主子式全非负。

定理 6.3.8

实对称矩阵 A 负定的充分必要条件是：它的奇数阶顺序主子式全小于 0，偶数阶顺序主子式全大于
0。

定理 6.3.9

设二元实值函数 F (x, y) 有一个稳定点 α = (x0, y0) （即 F (x, y) 在 (x0, y0) 处的一阶偏导数全为
0）。设 F (x, y) 在 (x0, y0) 的一个邻域内有 3 阶连续偏导数。令

H =

(
F ′′
xx(x0, y0) F ′′

xy(x0, y0)

F ′′
yx(x0, y0) F ′′

yy(x0, y0)

)

称 H 是 F (x, y) 在 (x0, y0) 处的黑塞（Hesse）矩阵。如果 H 是正定的，那么 F (x, y) 在 (x0, y0) 处
达到极小值。如果 H 是负定的，那么 F (x, y) 在 (x0, y0) 处达到极大值。

其可推广到 n 元函数的情形：设 F (x1, · · · , xn) 有一个稳定点 α = (a1, · · · , an)，设 F (x1, · · · , xn) 在
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α 的一个邻域内有 3 阶连续偏导数，令
H = (F ′′

xixj
(α))

称 H 是 F (x1, · · · , xn) 在 α 处的黑塞矩阵。如果 H 是正定的，那么 F 在 (x0, y0) 处达到极小值。如果
H 是负定的，那么 F 在 (x0, y0) 处达到极大值。
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第七章 多项式环

7.1 一元多项式环
定义 7.1.1 � 一元多项式

数域 K 上的一元多项式是指如下述的表达式

anx
n + · · ·+ a1x+ a0

其中 x是一个符号（它不属于 K）称为不定元，n是非负整数，ai ∈ K(i = 0, · · · , n)称为系数，aixi

称为 i 次项（i = 1, · · · , n），a0 称为零次项或常数项。

两个这种形式的表达式相等规定为它们含有完全相同的项。此时符号 x 为不定元。系数全为 0 的多
项式称为零多项式，记作 0。
因此两个一元多项式相等当且仅当它们的同次项都对应相等相等，即一元多项式的表示方式是唯一

的。
我们常常用 f(x), g(x), h(x), · · · 或 f, g, h, · · · 表示一元多项式。
一元多项式的重要特点是它有次数概念。设

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

如果 an 6= 0，那么称 anx
n 是 f(x) 的首项，称 n 是 f(x) 的次数，记作 deg f(x)。

零多项式的次数定义为 −∞，并且规定对于任意 n ∈ N

(−∞) + (−∞) := −∞

(−∞) + n := −∞

−∞ < n

数域 K 上所有一元多项式组成的集合记作 K[x]。在 K[x] 中可以定义加法和乘法运算。
设 f(x) =

n∑
i=0

aix
i, g(x) =

m∑
i=0

bix
i，不妨设 m ⩽ n，令

f(x) + g(x) :=
n∑

i=0

(ai + bi)x
i

f(x)g(x) :=
m+n∑
s=0

( ∑
i+j=s

aibj

)
不难验证，一元多项式的加法满足交换律、结合律。同样，其适合消去律

f(x)g(x) = f(x)h(x) ∧ f(x) 6= 0 ⇒ g(x) = h(x)
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环的基本概念 集合 S 上的一个代数运算，是指 S × S 到 S 的一个映射。

定义 7.1.2 � 环

设 R 是一个非空集合，如果其上定义了加法和乘法两个代数运算，并且满足如下六条运算法则，其
中 ∀a, b, c ∈ R：
1. 加法结合律 (a+ b) + c = a+ (b+ c)。
2. 加法交换律 a+ b = b+ a。
3. 在 R 中有元素 0，使得 a+ 0 = a，称 0 为 R 的零元素。
4. 对于 a，在 R 中有元素 d，使得 a+ d = 0，称 d 是 a 的负元素，记作 −a。
5. 乘法结合律 (ab)c = a(bc)。
6. 乘法对于加法的分配律 a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca

那么称 R 是一个环。

定理 7.1.3

环 R 中的零元素是唯一的，元素 a 的负元素是唯一的。

于是环上可以定义减法：
a− b := a+ (−b)

若环中的乘法还满足交换律，则称 R 为交换环。
若环 R 中有一个元素 e 具有性质：

ea = ae = a, ∀a ∈ R

则称 e 是 R 的单位元，此时称 R 是有单位的单位环。不难证明，在有单位元的环 R 中，单位元是唯一的，
通常记其为 1。
如果 R 中有元素 a 对于给定的 b 6= 0 使得 ab = 0，则称 a 为一个左零因子。左、右零因子都简称为

零因子。若存在元素 0 使得
0a = a0 = 0, ∀a ∈ R

则称 a 为平凡的零因子，其余的则称为非平凡的。
若环 R 中没有平凡的零因子，那么称 R 是无零因子环。有单位元 1( 6= 0) 的无零因子的交换环称为整

环。Z,K,K[x] 都是整环；Mn(K) 不是整环，因为它不满足乘法交换律，且它有非平凡的零因子。
若环 R 的一个非空子集 R1 对于 R 的加法和乘法也称为一个环，那么称 R1 是 R 的一个子环。明显

有 R1 对加法和乘法封闭。

定理 7.1.4

环 R 的非空子集 R1 为子环的充要条件为 R1 对减法与乘法封闭。

定义 7.1.5

设具有单位元 1′ 的交换环 R 有一个子环 R1，若满足
1. 1′ ∈ R1。
2. 双射 τ : K → R1，且 τ 保持加法与乘法运算。
那么 R 可看作 K 的一个扩环
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双射 τ 具有性质：τ(1) = 1′。

定理 7.1.6

设 K 是一个数域，R 是 K 的一个扩环，任意给定 t ∈ R，令

σt : K[x] → R, f(x) =
n∑

i=0

aix
i 7→ f(t) :=

n∑
i=0

τ(ai)t
i

则 σt 是 K[x] 到 R 的一个映射，且 σt 保持加法和乘法运算。有 σt(x) = t。映射 σt 称为 x 用 t 代
入。

7.2 整除关系，带余除法
设 f(x), g(x) ∈ K[x]，如果存在 h(x) ∈ K[x]，使得 f(x) = h(x)g(x)，那么称 g(x) 整除 f(x)，记作

g(x) | f(x)；否则记 g(x) ∤ f(x)。称 g(x) 是 f(x) 的一个隐式，f(x) 是 g(x) 的一个倍式。
整除是集合 K[x] 中的一个二元关系，它具有反身性和传递性。

定义 7.2.1

若 f(x) | g(x) 且 g(x) | f(x)，那么称 f(x) 与 g(x) 相伴，记作 f(x) ∼ g(x)。

即 f(x) ∼ g(x) 当且仅当存在 c ∈ K∗ 使得 f(x) = cg(x)。

定义 7.2.2 � 带余除法

设 f(x), g(x) ∈ K[x]，且 g(x) 6= 0，则在 K[x] 中存在唯一的一对多项式 h(x), r(x)，使得

f(x) = h(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x)

其中 f(x), g(x) 分别叫做被除式、除式。h(x), r(x) 分别叫商式、余式。此式称为除法算式。

整数环 Z 中也有带余除法。

定理 7.2.3

任给 a, b ∈ Z, b 6= 0，则存在唯一的一对整数 q, r，使得

a = qb+ r, 0 ⩽ r < |b|

7.3 最大公因式
在 K[x] 中，若 c(x) | f(x) 且 c(x) | g(x)，则称 c(x) 是 f(x) 与 g(x) 的一个公因式。

定义 7.3.1

K[x] 中多项式 f(x) 与 g(x) 的一个公因式 d0(x) 如果满足：对于任意的公因式 d(x)，都有 d(x) |
d0(x)，那么称 d0(x) 是 f(x) 的一个最大公因式。
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显然两个最大公因式总是相伴的。首项系数为 1 的最大公因式称为 f(x) 与 g(x) 的首一最大公因式，
用 gcd(f(x), g(x)) 或直接表述为 (f(x), g(x))。

引理 7.3.2

在 K[x] 中，如果有
f(x) = h(x)g(x) + r(x)

那么 {
f(x) 与 g(x) 的最大公因式

}
=
{
g(x) 与 r(x) 的最大公因式

}
于是可以用辗转相除法求出 f(x) 与 g(x) 的最大公因式，其中 g(x) 6= 0。

定理 7.3.3

对于 K[x]中任意两个多项式 f(x)与 g(x)，存在它们的一个最大公因式 d(x)，并且存在 u(x), v(x) ∈
K[x] 使得

d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x)

定义 7.3.4

K[x] 中若 gcd(f(x), g(x)) = 1，那么称 f(x) 与 g(x) 互素。

于是

定义 7.3.5

K[x] 中多项式 f(x), g(x) 互素的充要条件是：存在 u(x), v(x) ∈ K[x]，使得

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1

7.4 不可约多项式，唯一因式分解定理
下文中，f(x) 为 K[x] 中一个次数大于 0 的多项式。

定义 7.4.1

若 f(x) 在 K[x] 中的因式只有 K 中的非零数和 f(x) 的相伴元，则称 f(x) 是数域 K 上的一个不
可约多项式，否则称为可约的。

定理 7.4.2

设 p(x) 是 K[x] 中一个次数大于 0 的多项式，则下列命题等价。
（1）p(x) 是不可约多项式；
（2）∀f(x) ∈ K[x]，有 p(x) | f(x) 或 (p(x), f(x)) = 1；
（3）在 K[x] 中，从 p(x) | f(x)g(x) 可推出

p(x) | f(x) ∨ p(x) | g(x)
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（4）p(x) 不能分解为两个多项式之积。

定理 7.4.3

f(x) 能够唯一的分解为数域 K 上有限多个不可约多项式的乘积。

在整数环 Z 中也有唯一因子分解定理。

定义 7.4.4

一个大于 1 的整数 m，如果其正因数只有 1 和它自身，那么称 m 是一个素数；否则称 m 为合数。

定理 7.4.5

设 p 为大于 1 的整数，则下列命题等价
（1）p 是一个素数。
（2）对任意整数 a，都有 p | a 或 (p, a) = 1；
（3）在 Z 中，从 p | ab 可推出 p | a 或 p | b；
（4）p 不能分解为两个较小的正整数之积。

定理 7.4.6 � 算术基本定理

任意大于 1 的整数 a 都能唯一的分解为有限多个素数的乘积。

7.5 重因式
定义 7.5.1

K[x] 中，不可约多项式 p(x) 如果满足 pk(x) | f(x) 而 pk+1(x) | f(x)，则 p(x) 称为 f(x) 的 k 重
因式，

当 k = 1 时，称 p(x) 是 f(x) 的单因式。

定义 7.5.2

对于 K[x] 中的多项式
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · a1x+ a0

我们定义 f(x) 的导数
f ′(x) := nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · · a1

显然一个 n 次多项式的导数是一个 n− 1 次多项式；它的 n 阶导数是 K 中的一个非零数。
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定理 7.5.3

在 K[x] 中，不可约多项式 p(x) 是 f(x) 的一个 k ⩾ 1 次重因式，则 p(x) 是 f ′(x) 的一个 k − 1 重
因式。特别的，f(x) 的单因式不是 f ′(x) 的因式。

7.6 多项式的根
定理 7.6.1

在 K[x] 中，用 x− a 去除 f(x) 所得的余式是 f(a)。

显然有

定理 7.6.2 � Bezout 定理

在 K[x] 中，x− a 是 f(x) 的一次因式当且仅当 a 是 f(x) 在 K 中的一个根。

定理 7.6.3

在 K[x] 中，设 f(x) 与 g(x) 的次数都不超过 n，如果 K 中有 n+ 1 个不同的数 c1, · · · , cn+1 使得
f(ci) = g(ci)，则 f(x) = g(x)。

该定理说明了一元多项式 f(x) 与多项式函数 f 等同看待。即映射 f : a 7→ tof(a), ∀a ∈ K，称为由多
项式 f(x) 诱导的多项式函数，即 K 上的一元多项式函数。
把数域 K 上所有一元多项式函数组成的集合记作 Kpol，在此集合中规定

(f + g)(a) := f(a) + g(a), (fg)(a) := f(a)g(a)

即 Kpol 是一个有单位元的交换环，称它为 K 上的一元多项式函数环。

定义 7.6.4

设 R 和 R′ 两个环，存在双射 σ : R → R′，它保持加法和乘法运算，那么称 σ 是环 R 到 R′ 的一
个同构映射。此时称 R 与 R′ 同构，记作 R ∼= R′。

对于数域 K 上，显然有
K[x] ∼= Kpol

从而可以把数域 K 上的一元多项式 f(x) 与数域 K 上的一元多项式函数 f 等同起来。
现在研究复数域上的不可约多项式有哪些。设

f(x) := anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ C[x]

且 deg f(x) = n > 0，假如 f(x) 没有负根，则 ∀z ∈ C，有 f(z) 6= 0. 于是函数

Φ(z) =
1

f(z)

的定义域为 C。可以验证，Φ(z) 在复平面 C 的每一个点都有导数，此时称 Φ(z) 在 C 上解析。
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定理 7.6.5 � 代数基本定理

每一个次数大于 0 的复系数多项式至少有一个复根。

定理 7.6.6

每一个次数大于 0 的复系数多项式在复数域上都可以唯一的分解成一次因式的乘积。

回到定理：数域 K 上次数不超过 n 的多项式被它在 K 中的 n+ 1 个不同元素的值唯一的确定。

定理 7.6.7

设 c0, · · · , cn，数域 K 中 n+ 1 个不同的数 d0, · · · , dn ∈ K，则 K[x] 中存在唯一的一个次数不超
过 n 的多项式 f(x) 使得 f(ci) = di。

证明 构造

f(x) =
n∑

i=0

di
(x− c0) · · · (x− ci−1)(x− ci+1) · · · (x− cn)

(c− c0) · · · (c− ci−1)(c− ci+1) · · · (c− cn)

不难验证 f(cj) = dj。 □
构造出的多项式 f(x) 称为 Lagrange 插值公式。类似的还有 Newton 插值公式。

f(x) = u0 + u1(x− c0) + u2(x− c0)(x− c1) + · · ·+ un(x− c0) · · · (x− cn−1)

其中系数 ui 可以用待定系数法求出。不过既然都待定系数了，直接设

f(x) = anx
n + · · · a1x+ a0

解方程组即可，其的系数行列式是 Vandermonde 行列式，于是必有解。

7.7 实数域上的不可约多项式·实系数多项式的根
定理 7.7.1

设 f(x) 是实系数多项式，如果 c 是 f(x) 的一个复根，那么 c 也是 f(x) 的一个复根。

定理 7.7.2

实数域上的不可约多项式只有一次多项式和判别式小于 0 的二次多项式。

定理 7.7.3

每一个次数大于 0 的实系数多项式 f(x) 在实数域上都可以唯一地分解称一次因式与判别式小于 0

的二次因式的乘积。
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7.8 有理数域上的不可约多项式
定义 7.8.1

一个非零的整系数多项式 g(x)，如果它的各项系数的最大公因数只有 ±1，则称 g(x) 是一个本原多
项式。

显然两个本原多项式 g(x), h(x) 在 Q[x] 中相伴当且仅当 g(x) = ±h(x)。

定理 7.8.2 � Gauss 引理

两个本原多项式的乘积还是本原多项式。

定理 7.8.3

设
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

是一个次数 n大于 0的整系数多项式。若 p/q是 f(x)的一个有理根，其中 p, q互素，则 p | an, q | a0。

定理 7.8.4 � Eisenstein 判别法

设
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

是一个次数 n 大于 0 的本原多项式。若存在素数 p 使得
1. p | ai, i = 0, · · ·n− 1

2. p ∤ an ∧ p2 ∤ a0。
那么 f(x) 在 Q 上不可约。

定理 7.8.5

设
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

是一个次数 n 大于 0 的整系数多项式。若存在素数 p 使得

p | ai, i = 1, · · · , n, p ∤ a0 ∧ p2 ∤ an

则 f(x) 在 Q 上不可约。
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7.9 多元多项式环
定义 7.9.1

设 K 是一个数域，用不属于 K 的 n 个符号 x1, · · · , xn 作表达式∑
i1,··· ,in

ai1,··· ,inx
i1
1 · · ·xin

n

其中 ai1···in ∈ K 称为系数，表达式每一项称为单项式。两个这种形式的表达式相等当且仅当他们
除去系数为 0 的单项式外含有完全相同的单项式。

7.10 域与域上的一元多项式环
数域 K 上的一元多项式环 K[x] 中有加法和乘法。现在我们试图引进分式的概念。
定义多项式的有序对 (f(x), g(x))，其中 g(x) 6= 0，记全体二元组的集合是 T = K[x]+ ×K[x]+ 。我

们约定
(f1, g1) ∼ (f2, g2) ⇔ f1g2 = g1f2

于是 T 上有了等价关系。记 T 上等价关系 ∼ 商集为 K(x)，其中的元素 (f, g) 也可记作 f/g，定义 K(x)

上的加法
(f1, g1) + (f2, g2) :=

f1g2 + g1f2
g1g2

(f1, g1) · (f2, g2) :=
f1f2
g1g2

定义加法逆元 −(f, g) := (−f, g) 和乘法逆元 (f, g)−1 := (g, f)。可以验证 (f, 1) 与 f 有相同的性状，我们
可以令其相等，从而把多项式嵌入到分式内。于是可以在 K(x) 上定义减法和除法。
可以发现 K(x) 与有理数集 Q 有很多的相似之处。抽象出域的概念。

定义 7.10.1 � 域

一个有单位元 1( 6= 0) 的交换环 F 如果它的每个非零元都可逆，那么称 F 是一个域。

把 K(x) 中的元素 f/g 记称 K 上的一元分式，其中 f 称为分子，g 称为分母。定义分式 f/g 的次数
为 deg f − deg g。特殊的，分式 0/1 的次数为 −∞。如果分式的分子与分母是互素的，那么称它是既约分
式。
类似于一元分式域的构造方法，我们可以构造出 n 元分式域，记作 K(x1, · · · , xn)。
一般的，设 m 是大于 1 的正整数，在 Z 中规定

a ≡ b (mod m) ⇔ m | a− b

这给出了 Z 上的模 m 同余关系。模 m 同余关系具有性质：若 a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m)，则

i = {a ∈ Z | a ≡ i (mod m)} = {km+ i | k ∈ Z}

该关系划分出 Z 的商集 Zm 或 Z/(m)。
在 Zm 中可以规定加法和乘法运算

i+ j := i+ j, ij := ij
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不难验证，Zm 十一个有单位元 1( 6= 0) 的交换环，称为模 m 剩余环类。
若 p 是素数，则 Zp 是一个域，称为模 p 剩余类域。

定义 7.10.2

设域 F 的单位元为 e，如果对任意 n ∈ N+ 都有 ne 6= 0，则称 F 的特征 charF = 0。若存在素数
p 使得 pe = 0，而对于 0 < l < p 有 le 6= 0，则 charF = p。

定理 7.10.3 � 中国剩余定理

设 m1, · · · ,ms 是两两互素的正整数，b1, · · · , bs 是任意给定的 s 个整数，则同余方程组

x ≡ bi (mod mi), i = 1, · · · , s

在 Z 中必有解，并且如果 c 和 d 是两个解，那么

c ≡ d (mod
∏

mi)
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第八章 线性空间

8.1 域 F 上的线性空间的基与维数
定义 8.1.1 � 线性空间

设非空集合 V；设数域 F。在其上有向量的加法和纯量与向量的乘法。若满足以下公理
A1 加法结合律：(α+ β) + γ = α+ (β + γ)。
A2 加法交换律：α+ β = β + α。
A3 加法存在单位元 0：α+ 0 = α。
A4 加法逆元的存在性：对任意的 α ∈ V 总存在 −α ∈ V，使得 α+ (−α) = 0。
M1 乘法结合律：λ(µα) = (λµ)α。
M2 乘法存在单位元 1：1α = 1。
D1 分配律 1：λ(α+ β) = λα+ λβ。
D2 分配律 2：(λ+ µ)α = λα+ µα。
那么称 V 是域 F 上的一个线性空间，V 的元素称为向量，F 的元素称为纯量。

从 8 大运算法则可以推导出线性空间 V 的一些简单性质。

定理 8.1.2

线性空间 V 中零元素是唯一的。

对于 V 中的一组向量，α1, · · · , αs，域 F 中的一组元素 k1, · · · , ks，作纯量乘法和加法可得

k1α1 + · · ·+ ksαs

称该向量为 α1, · · · , αs 的一个线性组合。
像 α1, · · · , αs 这样有次序的有限多个向量称为 V 的一个向量组。若 V 中的一个向量 β 可以表示成

向量组 α1, · · · , αs 的一个线性组合，那么称 β 可以由向量组 α1, · · · , αs 线性表出。

定义 8.1.3 � 线性相关

对于向量组 α1, · · · , αs，若存在一组不全为 0 的元素 k1, · · · , ks 使得

k1α1 + · · ·+ ksαs = 0

则称该向量组线性相关。
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定义 8.1.4

在域 F 上的线性空间 V 中，向量组 α1, · · · , αs 的一个部分组称为一个极大线性无关组，若这个组
本身是线性无关的，但是从这个向量组的其余向量（如果还有的话）中任取一个添加进去，得到的
新的部分组都线性无关。

定义 8.1.5

如果向量组 α1, · · · , αs的每一个向量都可以由向量组 β1, · · · , βr 线性表出，那么称向量组 α1, · · · , αs

可以由向量组 β1, · · · , βr 线性表出。如果向量组 α1, · · · , αs 与 β1, · · · , βr 可以互相线性表出，则称
两个向量组等价，记作

{α1, · · · , αs} ∼= {β1, · · · , βr}

显然一个向量组与其任意一个极大线性无关组等价。

定理 8.1.6

设域 F 上的线性空间 V 中向量组 β1, · · · , βr 可以由向量组 α1, · · · , αs 线性表出，如果 r > s，那
么向量组 β1 · · · , βr 线性相关。

容易据此推出，一个向量组的任意两个极大无关组所含的向量个数相等。

定义 8.1.7

向量组的极大线性无关组所含的向量个数称为这个向量组的秩。

定义 8.1.8

设 V 是域 F 上的线性空间，V 中的向量集 S 如果满足下述两个条件：
（1）向量集 S 是线性无关的。
（2）V 中每一个向量都可以由向量集 S 线性表出。
那么称 S 是 V 的一个基。当 S 是有限集时，把 S 的元素排序得到一个向量组，此时称这个向量
组是 V 的一个有序基，简称基。

只含有零向量的线性空间的基为空集。

定理 8.1.9

任意域上的任意线性空间都存在一个基。

定义 8.1.10

设 V 是域 F 上的线性空间，如果 V 有一个基包含有限多个向量，那么称 V 是有限维的；如果 V

有一个基包含无穷多个向量，那么称 V 是无限维的。

如果域 F 上的线性空间 V 是有限维的，那么 V 的任意两个基所含向量的个数相等。
如果域 F 上的线性空间 V 是无限维的，那么 V 的任意一个基都包含无穷多个向量。
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定义 8.1.11

设域 F 上的线性空间 V，若 V 是有限维的，那么把 V 的一个基所含向量的个数称为 V 的维数，
记作 dimF V 或简记 dimV；若 V 是无限维的，那么记 dimV = ∞。

设域 F 上的线性空间 V，给定两个基

α1, · · · , αn; β1, · · · , βn

设 V 中向量 α 在这两个基下的坐标分别为

X = (x1, · · · , xn)
T
, Y = (y1, · · · , yn)T

8.2 子空间及其交与和，子空间的直和
设域 F 上的线性空间 V，若 U 对 V 下的加法和纯量乘法封闭，则称 U 是 V 的子空间。
不难验证 dimU ⩽ dimV。
可以构造包含向量组 α1, · · · , αs 最小的子空间：

〈α1, · · · , αs〉 := {k1α1 + · · ·+ ksαs | ki ∈ F}

也记作 L(α1, · · · , αs)，称作由 α1, · · · , αs 生成（张成）的线性子空间。
容易发现，向量组 α1, · · · , αs 的一个极大线性无关组就是 〈α1, · · · , αs〉 的一个基，从而

dim〈α1, · · · , αs〉 = rank{α1, · · · , αs}

定理 8.2.1

设 V1, V2 都是域 F 上线性空间 V 的子空间，则 V1 ∩ V2 也是 V 的子空间。

然而 V1 ∪ V2 并不是 V 的一个线性子空间。构造包含 V1 ∪ V2 的一个子空间可以定义

V1 + V2 := {α1 + α2 | α1 ∈ V1, α2 ∈ V2}

不难验证，V1 + V2 是 V 的子空间。

定理 8.2.2

设域 F 上的线性空间 V 的有限维子空间 V1, V2，则 V1 ∩ V2, V1 + V2 也是有限维的，且

dimV1 + dimV + 2 = dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2)

定义 8.2.3 � 直和

设域 F 上线性空间 V 的两个子空间 V1, V2，若 V1 + V2 中每个向量都能被唯一的表示为

α = α1α2, α1 ∈ V1, α2 ∈ V2

则和 V1 + V2 被称为直和，记作 V1 ⊕ V2。称 V1, V2 互为补空间。
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定理 8.2.4

设域 F 上线性空间 V 的两个子空间 V1, V2，下列命题等价
（1）和 V1 + V2 是直和。
（2）和 V1 + V2 中零向量的表法唯一。
（3）V1 ∩ V2 = 0。

定理 8.2.5

设域 F 上线性空间 V 的两个有限维子空间 V1, V2，下列命题等价
（1）和 V1 + V2 是直和。
（4）dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2。
（5）V1 的一个基与 V2 的一个基合起来是 V1 + V2 的一个基。

定义 8.2.6

设域 F 上线性空间 V 的子空间 V1, · · · , Vs，如果和 V1 + · · ·+ Vs 中每个向量 α 都能唯一的表示为

α = α1 + · · ·+ αs, αi ∈ Vi

那么和 V1 + · · ·+ Vs 称为直和，记作 V1 ⊕ · · · ⊕ Vs 或
s⊕

i=1

Vi。

8.3 域上线性空间的同构
定义 8.3.1 � 同构

设域 F 上的线性空间 V 与 V ′，若存在双射 σ : V → V ′ 且保持加法与纯量加法两种运算，即对于
任意 α, β ∈ V, k ∈ F 有

σ(α+ β) = σ(α) + σ(β), σ(kα) = kσ(α)

那么称 σ 是 V 到 V ′ 的一个同构映射，此时称 V 与 V ′ 是同构的，记作 V ∼= V ′。

定理 8.3.2

域 F 上两个有限维线性空间同构的充要条件是他们的维数相等。

有限域的元素个数 设有限域 F 的单位元是 e。若 charF = 0，则 F 中必然存在无穷多个元素 e, 2e, · · ·。
因此 char p 必然是一个素数。设域 F 的特征为素数 p，令

Fp = {0, e, 2e, · · · , (p− 1)e}

不难证明 Fp 对于 F 的减法、乘法封闭，因此 Fp 是 F 的一个子环，且 Fp 是一个交换环。任取 F 的一
个非零元 ie，由于 p ∤ i 因此 (i, p) = 1。从而存在 u, v ∈ Z 使得 ui, vp = 1。于是

e = (ui+ vp)e = uie+ vpe = (ue)(ie)
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设 u = lp+ r, 0 ⩽ r < p 则
ue = (lp+ r)e = lpe+ re = re ∈ Fp

因此 ie 在 Fp 中有逆元 re，从而 Fp 是一个域。从而 F 可以看作 Fp 上的线性空间，其中加法是域 F 的
加法，纯量加法是 Fp 中元素做 F 的乘法。由于 F 只含有有限多个元素，因此 F 也一定是有限维的。
不妨设为 n 维，则 F ∼= Fn

p。于是 F 到 Fn
p 有一个双射 σ，从而 |F | = |Fn

p |。由于

Fn
p = {(a1, · · · , an) | ai ∈ Fp}

因此 |Fn
p | = pn 从而 |F | = pn。我们得到了

定理 8.3.3

设 F 是任意有限域，则 F 的元素个数是一个素数 p 的方幂，其中 p 是域 F 的特征。

8.4 商空间
为了在线性空间 V 上建立一个二元关系且使它是一个等价关系，可以先取 V 的一个子空间 W，然后

规定
α ∼ β ⇔ α− β ∈ W

这样就在 V 上建立了一个二元关系 ∼，不难验证其就是等价关系。对于 α ∈ V，α 的等价类 α 为

α = {β ∈ V | β ∼ α} = {α+ γ | γ ∈ W}

记 {α+ γ | γ ∈ W} 为 α+W，称它为 W 的一个陪集，α 称为这个陪集的代表。从而

α+W = β +W ⇔ α = β ⇔ α ∼ β ⇔ α− β ∈ W

因此一个陪集 α+W 的代表不唯一。
对于上述等价关系 ∼，商集 V/∼ 记作 V/W，称它是 V 对于子空间 W 的商集。即

V /W = {α+W | α ∈ V }

尝试在 V/W 中规定加法与纯量乘法运算

(α+W ) + (β +W ) := (α+ β) +W

k(α+W ) := kα+W

不难验证，V/W 是域 F 上的一个线性空间，称作 V 对于 W 的商空间，其中的元素是 V 的一个等价类
而不是向量。

定理 8.4.1

设域 F 上的一个有限维线性空间 V，若 W 是 V 的一个子空间，则

dim(V /W ) = dimV − dimW

余维数 有时会遇到线性空间 V 和它的子空间 W 都是无限维，而商空间 V/W 却是有限的情形。
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定义 8.4.2 � 余维数

设域 F 上的线性空间 V 的一个子空间，若 V 对 W 的商空间是有限维，那么 dim(V/W ) 称为子
空间 W 在 V 中的余维数，记作 codimV W

标准映射 设域 F 上的线性空间 V 及其子空间 W，则有 V 到商空间 V/W 有一个很自然的映射

π : α 7→ α+W

称它为标准映射或典范映射。不难验证它是满射。
当 W 不是零子空间时，π 不是单射，商空间 V/W 的一个元素 α+W 在 π 下的原像集是 W 的一个

陪集 α+W。这表明 π 保持加法和纯量乘法运算。

定理 8.4.3

域 F 上线性空间 V 的任意子空间 W 的任意子空间 W 都有补空间。
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第九章 线性映射

9.1 线性映射及其运算
定义 9.1.1 � 线性映射

设域 F 上两个线性空间 V, V ′，若映射 A : V → V ′ 保持加法运算和纯量乘法运算，即

A(α+ β) = A(α) +A(β), A(kα) = kA(α)

则称 A 是 V 到 V ′ 的一个线性映射。

线性空间 V 到自身的线性映射通常称为 V 上的线性变换，域 F 上线性空间 V 到 F 的线性映射称为
V 上的线性函数。

A(α) 也可写成 Aα。
特殊的，从 V 映射到 V ′ 的零向量是零映射，记作 0；V 上映射到自身的变换叫做恒等变换，记作 I；

映射 α 到 kα 的变换叫由 k 决定的数乘变换，记作 k。
定积分 J(f(x)) =

∫ b

a

f(x) dx 也是 C[a, b] 到 R 的一个线性映射。

线性映射的存在性
定理 9.1.2

设域 F 上的线性空间 V, V ′，且 V 是有限维的。从 V 中取一个基 α1, · · · , αn，从 V ′ 任意取定 n

个向量 γ1, · · · , γn（可以有相同），令

A : V → V ′, α =
n∑

i=1

αiαi 7→
n∑

i=1

αiγi

则 A 是 V 到 V ′ 的一个线性映射，且 A(αi) = γi。

设域 F 上的线性空间 V 有两个子空间 U,W，且 V = U ⊕W。任取 α ∈ V，设 α = α1 + α2, α1 ∈
U,α2 ∈ W。令

P U : V → V, α 7→ α1

则 P U 是 V 上的一个线性变换。称 P U 是平行于 W 在 U 上的投影，它满足

P U (α) =

α, α ∈ U

0, α ∈ W

可以证明，满足该式的投影变换是唯一的。
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类似的，定义 PW (α) = α2，称它为平行于 U 在 W 的投影。

定义 9.1.3 � 幂等变换

线性空间 V 上的线性变换 A 如果满足 A2 = A，则称 A 是幂等变换。

定义 9.1.4

线性空间 V 上的两个线性变换 A,B 如果满足 AB = BA = 0，则称 A 与 B 正交。

任取 α ∈ V，设 α = α1 + α2, α1 ∈ U,α2 ∈ W，则

P 2
U (α) = P U (P U (α)) = α1 = P U (α)

P 2
W (α) = PW (PW (α)) = α1 = PW (α)

且
P UPW (α) = P U (α2) = 0 = PW (α1) = PWP U (α)

由此得出
P 2

U = P U ,P
2
W = PW ,P U

线性映射的运算 设域 F 上的线性空间 V, V ′，把所有 V → V ′ 的线性映射所组成的集合记作 Hom(V, V ′)，
同样有 HomV, V。
设域 F 上的线性空间 V, U,W，其中 A ∈ Hom(V, U),B ∈ Hom(U,W )。线性映射作为映射，有映射

的乘法 BA。
若 A ∈ Hom(V, V ′) 可逆，则 A 是 V → V ′ 的一同构映射，从而 A−1 是 V ′ → V 的同步映射。于是

A−1 ∈ Hom(V ′, V )。
设 A,B ∈ Hom(V, V ′)，由于陪域 V ′ 是线性空间，因此可以定义加法和纯量乘法如下

(A+B)α := Aα+Bα, (kA)α := k(Aα)

显然其运算结果都是线性映射，称 A+B 是 A 与 B 的和，kA 是 k 与 A 的纯量乘积。
不难验证，Hom(V, V ′) 是域 F 上的线性空间。特别的，Hom(V, V ) 是一个有单位元的环，还可证明

其上变换的乘法与纯量加法满足
k(AB) = (kA)B = A(kB)

于是有

定义 9.1.5 � 代数

设域 F 上的线性空间 A 对于其上的加法和纯量乘法是一个有单位元的交换环，且

k(αβ) = (kα)β = α(kβ), ∀k ∈ F, α, β ∈ A

那么称 A 是一个（结合）代数，把线性空间 A 的维数称为代数 A 的维数。

容易看出，Hom(V, V ) 是域 F 上的代数，Mn(F ) 也是域 F 上的代数。
因此可以在 Hom(V, V ) 上定义 A 的正整数幂

Am := Am ·A,A0 = I
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容易验证
Am ·An = Am+n, (Am)n = Amn

设 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ amxm ∈ F [x]，用 A 代入得

f(A) = a0I + a1A+ · · ·+ amAm

显然 f(A) ∈ Hom(V, V )，称 f(A) 是 A 的多项式。
把 A 的所有多项式的全体记作 F [A]，不难发现其是 Hom(V, V ) 的一个子环，且 F [A] 是交换环。
F [A] 中所有数乘变换组成的集合是 F [A] 是 F [A] 的一个子环，且域 F 到这个子环之间存在双射

τ : k 7→ k

双射 τ 保持加法与乘法运算，因此 F [A] 可以看作 F 的一个扩环。于是 F 上一元多项式中的不定元 x 可
以用 F [A] 中任意元素代入，从而在 F [x] 中关于加法和乘法的等式在 F [A] 中也成立。
更多的，我们还有镜面反射变换

RU = I − 2PW

平移变换
Ta : f(x) 7→ f(x+ a)

利用 Taylor 公式不难发现

f(x+ a) = f(x) + aA+
a2

2!
f ′′(x) + · · ·+ an−1

(n− 1)!
f (n−1)(x)

=

(
I + aD +

a2

2!
D + · · ·+ an−1

(n− 1)!
D(n−1)

)
f(x)

即平移 T a 是导数 D 的一个多项式。

9.2 线性映射的核与象
定义 9.2.1 � 核

设域 F 上的线性空间 V, V ′，其中 A : V → V ′，令 V ′ 的零向量在 A 下的原象集称为 A 的和，记
作 KerA，即

KerA := {α ∈ V | Aα = 0}

A 的象（值域）记作 ImA 或 AV。

命题 9.2.2

设域 F 上线性空间 V, V ′ 的线性映射 A : V → V ′，则
（1）A 是单射当且仅当 KerA = 0。
（2）A 是满射当且仅当 ImA = V ′。

定理 9.2.3

设域 F 上线性空间 V, V ′ 的线性映射 A : V → V ′，则

V /KerA ∼= ImA
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定理 9.2.4

设域 F 上线性空间 V, V ′，且 V 是有限维的。设线性映射 A : V → V ′，则 KerA 和 ImA 都是有
限维的，且

dim(KerA) + dim(ImA) = dim(V )

当 V 是有限维时，线性映射 A : V → V ′，则 A 的核的维数也称为 A 的测度。A 的象 ImA 的维数
称为 A 的秩，记作 rank(A)。

9.3 线性映射和线性变换的矩阵表示
设域 F 上的有限维线性空间 V, V ′，其上的线性映射 A : V → V ′。设 dimV = n, dimV ′ = s。我们知

道 A 被其在 V 上的一个基所确定，不妨取 V 上的一个基 α1, · · · , αn，A 完全被 Aα1, · · · ,Aαn 决定。由
于 Aαi ∈ V ′，因此在 V ′ 中取一个基 η1, · · · , ηs，Aαi 被它在基 η1, · · · , ηs 下的坐标所决定，形式的记作

(Aα1,Aα2, · · · ,Aαn) = (η1, η2, · · · , ηn)


a11 a11 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as1 · · · asn


把 s × n 矩阵记作 A，它的第 j 列就是 Aαj 在 η1, · · · , ηs 下的坐标。称 A 是线性映射 A 在 V 的基
α1, · · · , αn 和 V ′ 的基 η1, · · · , ηs 下的矩阵。于是线性映射 A 有了矩阵表示。

通常把 (Aα1, · · · ,Aαn) 记成 A(α1, · · · , αn) 于是上式可以记成

A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A

对于 V 上的线性变换 A，由于 Aαi ∈ V，因此 Aαi 可以用 V 的基 α1, · · · , αn 线性表出，于是有

(Aα1,Aα2, · · · ,Aαn) = (α1, α2, · · · , αn)


a11 a11 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an1 · · · ann


把右端的 n 级矩阵记作 A，它的第 j 列就是 Aαj 在 α1, · · · , αn 下的坐标。称 A 是线性映射 A 在 V 的
基 α1, · · · , αn 下的矩阵。于是线性映射 A 有了矩阵表示。

A(α1, · · · , αn) = (α1, · · · , αn)A

设域 F 上 n 维线性空间 V 上的幂等变换，有

V = ImA⊕KerA

且 A 是平行于 KerA 在 ImA 上的投影。在 ImA 中取一个基 α1, · · · , αr；在 KerA 中取一个基
β1, · · · , βn−r，则 α1, · · · , αr, β1, · · · , βn−r 是 V 的一个基，由于 A 是平行于 KerA 在 ImA 上的投影，因
此

Aαi = αi,Aβj = 0
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从而幂等变换 A 在基 α1, · · · , αr, β1, · · · , βn−r 下的矩阵 A 为

A =

(
Er 0

0 0

)

其中 r = rank(A) = dim(ImA) = rank(A)。

Hom(V, V ′) 与 Ms×n(F ) 的关系，Hom(V, V ) 与 Mn(F ) 的关系
定理 9.3.1

设域 F 上的 n 维线性空间 V 和 s 维的线性空间 V ′，则线性映射 A : V → V ′ 与它在 V 的一个基
和 V ′ 的一个基下的矩阵 A 的对应 σ 是线性空间 Hom(V, V ′) → Ms×n(F ) 的同构映射，从而

Hom(V, V ′) ∼= Ms×n(F )

dim(Hom(V, V ′)) = sn = (dimV )(dimV ′)

特别的有
Hom(V, V ) ∼= Mn(F )

dim(Hom(V, V )) = sn = (dimV )2

注意到 Hom(V, V ) 与 Mn(F ) 都是域 F 上的代数，它们都有加法、纯量乘法、乘法运算，可以证明
σ 映射保持乘法运算

σ(AB) = AB = σ(A)σ(B)

因此 σ 是 Hom(V, V ) → Mn(F ) 的同构映射。

定义 9.3.2

设域 F 上的代数 F, F ′，如果存在双射 σ : M → M ′，使得 σ 既是线性空间 M → M ′ 的同构映射，
又是环 M → M ′ 的同构映射，那么称代数 M 与 M ′ 是同构的，并且称 σ 是代数 M → M ′ 的一个
同构映射。

定理 9.3.3

设域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A，A 与它在 V 的一个基下的矩阵 A 的对应是代数
Hom �V, V ) → Mn(F ) 的同构映射，从而代数 Hom(V, V ) 与 Mn(F ) 是同构的。

向量在线性映射（或线性变换）下的象的坐标 。
设域 F 上的 n 维线性空间和 s 维线性空间，线性映射 A : V → V ′ 在 V 的一个基 α1, · · · , αn 和 V ′

的一个基 η1, · · · , ηs 下的矩阵为 A。设 V 中向量 α 在基 α1, · · · , αn 下的坐标为 X，有

Aα = (η1, · · · , ηn)AX

则 Aα 在基 η1, · · · , ηs 下的坐标为 AX。
特别的，设线性空间 V 中的一组基 α1, · · · , αn，其上的线性变换 A 在此基下的矩阵为 A。把向量 α

在此基下的坐标记作 X，有
Aα = (α1, · · · , αn)AX
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即向量 A 在此基下的坐标是 AX。
若向量 γ 在基 α1, · · · , αn 下的坐标为 Y，则

Aα = γ ⇔ AX = Y

线性变换在不同基下的矩阵之间的关系
定理 9.3.4

设域 F 上的 n 维线性空间，线性变换 A 在基 α1, · · · , αn 下的矩阵为 A，在基 η1, · · · , ηs 下的矩
阵为 B，从基 α1, · · · , αn 到基 η1, · · · , ηs 的过度矩阵为 S，则

B = S−1AS

即同一个线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的。
由于行列式、秩、迹都是相似关系下的不变量，因此我们把 A 在 V 的基下的矩阵 A 的行列式、秩、

迹分别叫做线性变换 A 的行列式、秩、迹，依次记作 det(A), rank(A), tr(A)。

9.4 线性变换的特征值和特征向量，线性变换可对角化的条件
定义 9.4.1

设域 F 上的线性空间 V 上的一个线性变换 A，若 V 中存在一个非零向量 ξ，存在 λ0 ∈ F 使得

Aξ = λ0ξ

则称 λ0 是线性变换 A 的一个特征值，称 ξ 是 A 的属于特征值 λ0 的一个特征向量。

对于几何空间 V，那么 A 对 ξ 的作用是把 ξ 拉伸或压缩 λ0 倍。

定理 9.4.2

设域 F 上 n 为线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 A 有 n 个线性无关的特征向量
ξ1, · · · , ξn，此时 A 在 ξ1, · · · , ξn 下的矩阵为

diag{λ1, · · · , λn}

其中 λi 是 ξi 所属的特征值。该矩阵称为 A 的标准型。除了主对角线上元素的排列次序外，A 的
标准型是由 A 唯一决定的。

设域 F 上线性空间 V 上的线性变换 A，λ0 是 A 的一个特征值，令

Vλ0
:= {α ∈ V | Aα = λ0α}

易验证 Vλ0
是 V 的一个子空间，称 Vλ0

是数域特征值 λ0 的特征子空间。且

Vλ0
= Ker(λ0I −A)
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命题 9.4.3

域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当下式成立

V = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλs

其中 λ1, · · · , λs 是 A 全部的不同的特征值。

由于 n 维线性空间 V 上线性变换 A 在 V 的不同基下的矩阵是相似的，而相似的矩阵有相等的多项
式，因此我们把 A 在 V 的一个基下的矩阵 A 的特征多项式称为线性变换 A 的特征多项式。设 λi 是 A

的一个特征值，把 λi 作为特征多项式的根的重数叫做 λi 的代数重数，把 A 的属于特征值 λi 的特征子空
间 Vλi

的维数叫做 λi 的几何重数。
因此 A 可标准化当且仅当 A 的标准型为对角矩阵，其主对角线上的元素是 A 的全部特征值，且每

个特征值 λi 出现的次数等于它的几何重数。即当 A 可对角化时，A 的特征多项式为
(λ− λ1)

r1 · · · (λ− λs)
rs

定理 9.4.4

域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A 可对角化当且仅当 A 的特征多项式在 F [λ] 中可分解成

(λ− λ1)
l1 · · · (λ− λs)

ls

其中 λ1, · · · , λs 两两不等，其诶 A 的每个特征值 λi 的几何重数等于它的代数重数。

9.5 线性变换的不变子空间
定义 9.5.1 � 不变子空间

设域 F 上的线性空间 V 上的线性变换 A，若 V 的子空间W 如果满足对任意 α ∈ W 都有 Aα ∈ W

那么称 W 是 A 的不变子空间，简称为 A- 子空间。

设线性空间 V 上的可交换线性变换 A,B，容易验证 KerB, ImB,B 的特征子空间都是 A- 子空间

定理 9.5.2

设域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换 A，则 A 在 V 的一个基下的矩阵为分块对角矩阵当且仅
当 V 能被分解为 A 的非平凡不变子空间的直和：V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws，并且 Ai 是 A | Wi 在 Wi

下的矩阵。

定理 9.5.3

设域 F 上的线性空间 V 上的线性变换 A，若在 K[x] 中有

f(x) = f1(x) · · · fs(x)

且 f1(x), · · · , fs(x) 两两互素，则

Ker f(A) = Ker f1(A)⊕ · · · ⊕Ker fs(A)
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定义 9.5.4 � 零化多项式

设域 F 上线性空间 V 上的线性变换 A，若 F 上的一元多项式 f(A) = 0，那么称 f(x) 为 A 的一
个零化多项式。

设 dimV = 0，则 dim(Hom(V, V )) = n2，从而

I,A,A2, · · · ,An2

一定线性相关，于是存在一组不全为 0 的元素 k0, · · · , kn2 使得

k0I + k1A+ k2A
2 + · · ·+ kn2An2

= 0

令 f(x) = k0 + k1x+ k2x
2 + · · ·+ kn2xn2，则有 f(A) = 0，于是 f(x) 是 A 的一个零化多项式。

定义 9.5.5

设 F 上的 n 级矩阵 A，若 f(x) ∈ F [x] 使得 f(A) = 0，那么称 f(x) 是 A 的一个零化多项式。

定理 9.5.6 � Hamilton - Cayley 定理

设域 F 上的 n 级矩阵，则 A 的特征多项式 f(λ) 是 A 的一个零化多项式。

利用该定理可以把 V 分解为 A 的非平凡不变子空间的直和：设 A 的特征多项式 f(λ) 在 F [λ] 中分
解为

f(λ) = pr11 (λ) · · · prss (λ)

其中 pi(λ) 是 F 上两两不等的首一不可约多项式，则

V = Ker(pr11 (A))⊕ · · · ⊕Ker(prss (A))

如果 f(λ) 可以分解为
f(λ) = (λ− λ1)

r1 · · · (λ− λs)
rs

其中 λi 是 F 中两两不等的元素，则

V = Ker((A− λ1I)
r1)⊕ · · · ⊕Ker((A− λsI)

rs)

其中 Ker((A− λjI)
rj ) 称为 A 的根子空间。

9.6 * 线性变换和矩阵的最小多项式
定义 9.6.1 � 最小多项式

设域 F 上线性空间 V 的一个线性变换 A 的所有非零的零化多项式中，次数最低的首项系数为 1

的多项式称为 A 的最小多项式。
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9.7 幂零变换的 Jordan 标准型
定义 9.7.1

若 η ∈ W，且存在一个正整数 t 使得 Bt−1η 6= 0,Btη = 0，则称子空间 〈Bt−1η,Bη, η〉 是由 η 生
成的 B- 强循环子空间。

定理 9.7.2

设域 F 上 r 维线性空间 W 上的幂零变换 B，其幂零指数为 l，则 W 能分解成 dimW0 个 B- 强
循环子空间的直和，其中 W0 是 B 的属于特征值 0 的特征子空间。

定理 9.7.3

设域 F 上 r 维线性空间 W 上的幂零变换，其幂零指数为 l，则 W 中存在一个基使得 B 在此基下
的矩阵 B 为一个 Jordan 形矩阵，其中每个 Jordan 块的主对角元都是 0，且级数不超过 l；Jordan
块的总数等于 dim(KerB) = r − rank(B)；t 级 Jordan 块的个数 N(t) 为

N(t) = rank(Bt+1) + rank(Bt−1)− 2 rank(Bt)

把 B 称为 B 的 Jordan 标准型。除了 Jordan 块的排列次序外，B 的 Jordan 标准型是唯一的。

9.8 线性变换的有理标准型

9.9 线性函数与对偶空间
定义 9.9.1 � 线性函数

设域 F 上的线性空间 V，映射 f : V → F 若对任意的 k ∈ F, α, β ∈ V 满足

f(α+ β) = f(α) + f(β)

f(kα) = kf(α)

那么称 f 是 V 上的线性函数。

例如，令
tr : Mn(F ) → F,A = (aij) 7→

n∑
i=1

aii

容易验证 tr 是 Mn(F ) 上的线性函数，称它为迹函数。
设 V 是域 F 上的线性空间，由于 V 上的线性函数可看成 V → F 的映射，因此可以把 V 上所有线

性函数的全集记作 Hom(V, F )。它是域 F 上的一个线性空间，称它为 V 上的线性函数空间。
容易看出 Hom(V, f) ∼= V，任取 f ∈ Hom(V, F ) 由于 f 完全被它在 V 上的一个基 α1, · · · , αn 决定，

因此对应法则
σ : Hom(V, F ) → Fn, f 7→ (f(α1), · · · , f(αn))

是一个映射，显然 σ 是满射、单射，且保持加法和纯量运算，因此 σ 是 Hom(V, F ) → Fn 上的同构映
射，从而 σ−1 是 Hom(V, F ) → Fn 的同构映射。在 Fn 中取标准基 ε1, · · · , εn 则 σ−1(ε1), · · · , σ−1(ε1) 是
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Hom(V, F ) 的一个基。
记 fi = σ1(εi)，则 σ(fi) = ε。于是有 fi(αj) = δij。
Hom(V, F ) 的这个基 f1, · · · , fn 称为 V 的基 α1, · · · , αn 的对偶基，把 Hom(V, F ) 称为 V 的对偶空

间，记作 V ∗。

定理 9.9.2

设域 F 上 n 维线性空间 V，在 V 中取两个基：α1, · · · , αn 与 β1, · · · , βn；V ∗ 中相对应的对偶基
分别为 f1, · · · , fn 与 g1, · · · , gn。如果 V 中基 α1, · · · , αn 到基 β1, · · · , βn 的过渡矩阵是 A，那么
V ∗ 中基 f1, · · · , fn 到基 g1, · · · , gn 的过渡矩阵 B 为

B = (A−1)
T

设域 F 上 n 维线性空间 V，取 V 一个基 α1, · · · , αn，在 V ∗ 中取相应的对偶基 f1, · · · , fn。映射

σ : V → V ∗, α =
n∑

i=1

xiαi 7→
n∑

i=1

xifi

是一个同构映射，把 α 在 σ 下的像记作 fα 或 α∗。对 V 中任意向量 β =
∑n

i=1 yiαi，由于 fi(β) = yi，因
此有

fα(β) =

(
n∑

i=1

xifi

)
=

n∑
i=1

xifi(β) =
n∑

i=1

xiyi

这表明 α 在 σ 下的像 fα 在 β 处的函数值等于 α 与 β 的坐标的对应分量乘积之和。
进一步地，我们可以考虑对偶空间 V ∗ 的对偶空间 (V ∗)∗，简记为 V ∗∗，称 V ∗∗ 是 V 的双重对偶空

间，有
V ∼= V ∗ ∼= V ∗∗

设 α1, · · · , αn 是 V 的一个基，V ∗ 中相应的对偶基为 f1, · · · , fn。设同构映射

σ : V → V ∗, α 7→ fα

同理，有同构映射
τ : V ∗ → V ∗∗, fα 7→ α∗∗

任取 f ∈ V，有
fα =

n∑
i=1

xifi, f =
n∑

i=1

f(αi)fi

从而
α∗∗(f) =

n∑
i=1

xif(αi) = f

(
n∑

i=1

xiαi

)
= f(α)

由于 (τσ)α = τ(σα) = τ(fα) = α∗∗，因此 α∗∗(f) 的值不依赖于 V 中基的选择。我们称这种不依赖于基的
选择的同构映射为标准同构或自然同构。即 τσ : V → V ∗∗ 是自然同构。
于是 V 与 V ∗ 互为对偶空间。
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第十章 具有度量的线性空间

10.1 双线性函数
定义 10.1.1 � 双线性函数

设域 F 上的线性空间 V，映射 f : V ×V → F 如果对任意的 k1, k2 ∈ F 和任意的 β1, α2, β1, β2, α, β ∈
V 有
（1）f(k1α1 + k2α2, β) = k1f(α1, β) + k2f(α2, β)

（2）f(α, k1β1 + k2β2) = k1f(α, β1) + k2f(α, β2)

那么称 f 是 V 上一个双线性函数，f 也写成 f(α, β)。

即当 β 固定时，映射 α 7→ f(α, β) 是 V 上的一个线性函数，记作 βR。
即当 α 固定时，映射 β 7→ f(α, β) 是 V 上的一个线性函数，记作 αL。
设域 F 上 n 维线性空间 V 中取一个基 α1, · · · , αn，设 V 中向量 α, β 在此基下的坐标为

X = (x1, · · · , xn)
T
, Y = (y1, · · · , yn)T

设 f 是 V 上的一个双线性函数，则

f(α, β) = f

(
n∑

i=1

xiαi,
n∑

j=1

yjαj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

xiyjf(αi, αj)

令

A =


f(α1, α1) f(α1, α2) · · · f(α1, αn)

f(α2, α1) f(α2, α2) · · · f(α2, αn)
...

...
...

f(αn, α1) f(αn, α2) · · · f(αn, αn)


称 A 是双线性函数 f 在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵，它是由 f 及基 α1, · · · , αn 唯一决定的。于是有

f(α, β) = XTAY

反之，任给域 F 上一个 n 级矩阵 A = (aij)，定义映射 f : V × V → F 如下

f(α, β) = XTAY =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj

则 f 是 V 上的一个双线性函数，且 f 在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵为 A。
因此若 XTAY = XTBY，则 A = B。
称表达式 XTAY 为 X 与 Y 的双线性形。
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定理 10.1.2

设域 F 上 n 维线性空间 V 上的一个双线性函数，取 V 中两个基 α1, · · · , αn 与 β1, · · · , βn，设

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P

且 f 在这两个基的度量矩阵分别为 A,B，则

B = PTAP

即 f 在 V 的不同基下的度量矩阵是合同的，他们有相同的秩，于是称度量矩阵的秩为 f 的矩阵秩，
记作 rankm f。
设域 F 上线性空间 V 上双线性函数 f，则称 V ∗ 的子空间

〈αL, βR | α, β ∈ V 〉

称为 f 的秩空间，把 f 的秩空间的维数称为 f 的秩，记作 rank f。
可以证明，f 的矩阵秩不超过 f 的秩。

定义 10.1.3

设域 F 上线性空间 V 上的双线性函数 f，则 V 的子集

{α ∈ V | f(α, β) = 0}

称为 f 在 V 中的做根，记作 radL V，V 的另一个子集

{β ∈ V | f(α, β) = 0}

称为 f 在 V 中的右根，记作 radR V。

容易验证，f 在 V 中的左根和右根都是 V 的子空间。

定义 10.1.4

如果 V 上双线性函数 f 的做根和右根都是零子空间，那么称 f 是非退化的。

定理 10.1.5

域 F 上 n 维线性空间 V 上的双线性函数 f 是非退化的，当且仅当 f 在 V 的一个基下的度量矩阵
是满秩矩阵。

定义 10.1.6

设域 F 上线性空间 V 上的一个双线性函数，如果

f(α, β) = f(β, α)

那么称 f 是对称的，如果
f(α, β) = −f(β, α)
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那么称 f 是反对称的（斜对称的）。

定理 10.1.7

设特征不为 2 的域 F 上 n 维线性空间 V 上的对称双线性函数 f，则 V 中存在一个基使得 f 在此
基下的度量矩阵为对角矩阵，

定理 10.1.8

设特征不为 2 的域 F 上 n 维线性空间 V 上的反对称双线性函数 f，则存在 V 的一个基，把它记
成 δ1, δ−1, · · · , δr, δ−r, η1, · · · , ηs（其中 0 ⩽ 2r ⩽ n, s = n− 2r），使得 f 在这个基下的度量矩阵具
有形式

diag
{(

0 1

−1 0

)
, · · · ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, · · · , 0

}

定义 10.1.9

设域 F 上的线性空间 V，映射 q : V → F 称为 V 上的二次函数，如果存在 V 上的一个对称双线
性函数 f，使得

q(α) = f(α, α)

显然，对于一个对称双线性函数 f 就有唯一的一个二次函数 q。

定理 10.1.10

设特征不为 2 的域 F 上的线性空间 V，q 是 V 上的一个二次函数，则存在 V 上唯一的对称双线
性函数 f 使得

f(α, α) = q(α)

于是设域 F 上 n 维线性空间 V 上的对称双线性函数 f 和其对应的二次函数 q。设 f 在 V 的一个基
α1, · · · , αn 下的度量矩阵 A = (aij)，则对于 α = (α1, · · · , αn)X,β = (α1, · · · , αn)Y，有

f(α, β) = XTAY

从而有
q(α) = f(α, α) = XTAX

即 q在基 α1, · · · , αn下的表达式是 n元二次型XTAX，称其中的对称矩阵 A为二次函数 q在基 α1, · · · , αn

下的矩阵。于是可以用二次型的理论研究双线性函数，也可以用对称双线性函数来研究二次型。

定理 10.1.11 � 惯性定理

实数域上任意一个 n 元二次型都可以经过非退化线性替换化成规范形，并且规范形是唯一的。
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定理 10.1.12 � Witt 消去律的推广

设特征不为 2 的域 F 上的 n 级对称矩阵 A1, A2，m 级对称矩阵 B1, B2。如果(
A1 0

0 B1

)
'

(
A2 0

0 B2

)

且 A1 ' A2，那么 B1 ' B2。

双线性函数空间
定义 10.1.13

设域 F 上的线性空间 V，我们把 V 上所有双线性函数组成的集合记作 T2(V )，容易验证 T2(V ) 对
域函数的加法和纯量乘法成为域 F 上的一个线性空间，称为 V 上的双线性函数空间。

定理 10.1.14

设特征不为 2 的域 F 上的线性空间，则

T2(V ) = S2(V )⊕A2(V )

10.2 欧几里得空间
定义 10.2.1 � 正定的

设实线性空间 V 上的对称双线性函数，如果对任意 α ∈ V 有 f(α, α) ⩾ 0，等号成立当且仅当 α = 0，
那么称 f 是正定的。

定义 10.2.2 � 内积

设实数域 R 上的一个线性空间 V，V 上的一个正定的对称双线性函数称为 V 上的一个内积。

习惯上把内积 f(α, β) 记作 (α, β)。

定义 10.2.3

设实数域 R 上的一个线性空间 V，若给定了 V 上的一个内积，那么称 V 是一个实内积空间。有限
维的实内积空间称为欧几里得 Euclid 空间，并且把线性空间 V 的维数称为 Euclid 空间 V 的维数。

实内积空间中的度量概念
定义 10.2.4

非负实数
√
(α, α) 称为向量 α 的长度，记作 |α|。

长度为 1 的向量称为单位向量。如果 α 6= 0，那么 α
|α| 是一个单位向量。把 α 变成 α

|α| 称为把 α 单位
化。
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定理 10.2.5 � Cauchy - Schwarz 不等式

在实内积空间 V 对任意向量 α, β 有
|(α, β)| ⩽ |α||β|

等号成立当且仅当 α, β 线性相关。

命题 10.2.6 � Cauchy 不等式

对于任意的两组实数 α1, · · · , αn 与 β1, · · · , βn 有

|a1b1 + · · ·+ anbn| ⩽
√
a21 + · · ·+ a2n

√
b21 + · · ·+ b2n

等号成立当且仅当 (α1, · · · , αn) 与 (β1, · · · , βn) 线性相关。

命题 10.2.7 � Schwarz 不等式

对于任意的 f, g ∈ C[a, b] 有∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)g(x) dx
∣∣∣∣∣
2

⩽
∣∣∣∣∣
∫ b

a

f2(x) dx
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∫ b

a

g2(x) dx
∣∣∣∣∣

等号成立当且仅当 (α1, · · · , αn) 与 (β1, · · · , βn) 线性相关。

定义 10.2.8

实内积空间 V 中，两个非零向量 α 与 β 的夹角 〈α, β〉 规定为

〈α, β〉 := arccos (α, β)
|α||β|

定义 10.2.9

在实内积空间 V 中，若 (α, β) = 0，那么称 α 与 β 正交，记作 α⊥β。

命题 10.2.10

在实内积空间 V 中，三角形不等式成立，即对于任意的 α, β ∈ V 有

|α+ β| ⩽ |α|+ |β|

命题 10.2.11

在实内积空间 V 中，勾股定理成立，即如果 α 与 β 正交，则

|α+ β|2 = |α|2 + |β|2
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命题 10.2.12

在实内积空间 V 中，余弦定理成立，即对于三个非零向量 α, β, γ 满足 γ = β − α，则

|γ|2 = |α|2 + |β|2 − 2|α||β| cos〈α, β〉

定义 10.2.13

设 E 是一个非空集合，若其上存在映射 d : E × E → R，如果对任意 x, y, z ∈ E 都有（1）对称
性：d(x, y) = d(y, x)。（2）正定性：d(x, y) ⩾0，等号成立当且仅当 x = y。（3）三角形不等式：
d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z)。那么称 d 是一个距离，称集合 E 是一个度量空间，把 d(x, y) 称为 x 与
y 之间的距离。

定义 10.2.14

在 n 维 Euclid 空间 V 中，由 n 个两两正交的非零向量组成的基称为 V 的一个正交基，若该基皆
为单位向量，称为 V 的一个标准正交基。

由于内积是正定的对称双线性函数，因此 V 中存在一个基 η1, · · · , ηn 使得内积在此基下的度量矩阵
为单位矩阵 I。从而

(ηi, ηj) = δij

因此 η1, · · · , ηn 是 V 的一个标准正交基。
更具体的，取 V 的一个基 α1, · · · , αn 令 β1 = α，且

βn = αn −
n−1∑
j=1

(αn, βj)

(βj , βj)
βj

则 β1, · · · , βn 是 V 的一个正交基。令
ηi =

βi

|βi|

则 η1, · · · , ηn 是 V 的一个标准正交基。
第一步称为 Schmidt 正交化，第二步称为单位化。

定理 10.2.15

设 η1, · · · , ηn 是 n 维 Euclid 空间 V 的一个标准正交基，则对于任意的 α ∈ V 有

α =
n∑

i=1

(α, ηi)ηi

即 α 在标准正交基 η1, · · · , ηn 下的坐标的第 i 个分量等于 (α, ηi)。此式称为 α 的 Fourier 展开，其中
每个系数 (α, ηi) 都称为 α 的 Fourier 系数。
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定义 10.2.16

设实内积空间 V, V ′，若存在双射 σ : V → V ′ 使得对于任意的 α, β ∈ V 和 k ∈ R 有

σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)

σ(kα) = kσ(α)

(α, β) = (σ(α), σ(β))

那么称 σ 是 V → V ′ 的一个同构映射，此时称 V 与 V ′ 同构，记作 V ∼= V ′。

若 σ 保持加法和数量乘法，那么称为线性同构；若线性同构还保持内积，则称它为一个保距同构。

定理 10.2.17

两个 Euclid 空间同构的充要条件是它们的维数相同。

10.3 正交补，正交投影
定义 10.3.1

设实内积空间 V 的一个非空子集 S。把 V 中与 S 中每一个向量都正交的所有向量的全体称作 S

的正交补，记作 S⊥。即
S⊥ := {α ∈ V | (α, β) = 0}

定理 10.3.2

设实内积空间 V 的一个有限维子空间 U，则

V = U ⊕ U⊥

设实内积空间 V 的一个子空间，若 V = U ⊕ U⊥，那么有平行于 U⊥ 在 U 上的投影 P U。我们把
这个投影 P U 称作 V 在 U 上的正交投影；把 α 在 P U 下的像 α1 称为 α 在 U 上的正交投影。此时
α = α1 + α2。
即

P U (α) = α1 ⇔ α− α1 ∈ U⊥

定理 10.3.3

设实内积空间 V 的一个子空间 U，且 V = U ⊕ U⊥，则对于 α ∈ V，则 α1 = P U (α) ∈ U 的充要
条件是

d(α, α1) ⩽ d(α, γ)

定义 10.3.4

设实内积空间 V 的子空间 U，若对于 α ∈ V 存在 δ ∈ U 有

d(α, δ) ⩽ d(α, γ)
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那么称 δ 是 α 在 U 上的最佳逼近元。

设实内积空间 V 的一个无限维子空间 U，如果 α ∈ V 在 U 上的最佳逼近元存在（此时必唯一），那
么称 δ 为 α 在 U 上的正交投影。如果 V 中每个向量 α 都有在 U 上的正交投影 δ，那么把 α 对应到 δ 的
映射称为 V 在 U 上的正交投影。

10.4 正交变换与对称变换
定义 10.4.1

设实内积空间 V 到自身的满射 A，如果保持向量的内积不变，即

(Aα,Aβ) = (α, β)

那么称 A 是 V 上的一个正交变换。

命题 10.4.2

正交变换 A 具有特性：
（1）保持向量长度。
（2）保持两个非零向量的夹角不变。
（3）保持正交性。
（4）一定是线性变换。
（5）保持向量间的距离不变。
（6）一定是单射，一定可逆。

定理 10.4.3

设 n 为 Euclid 空间 V 上的线性变换 A，A 在 V 的标准正交基下的矩阵为 A，则下列描述等价：
（1）A 是正交变换。
（2）A 把 V 的标准正交基映成标准正交基。
（3）A 是正交矩阵。

由于正交矩阵 A 的行列式为 ±1，则把行列式为 1 的矩阵称为第一类（或旋转），行列式等于 −1 的
称为第二类的。

n 维线性空间的任意一个 n− 1 维子空间称为一个超平面。

定义 10.4.4

设 n 维 Euclid 空间 V 中的一个单位向量，P 是 V 在 〈η〉 上的正交投影，令

A = I − 2P

则 A 称为关于超平面 〈η〉⊥ 的镜面反射。
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定义 10.4.5

实内积空间 V 上的变换 A 如果满足

(Aα, β) = (α,Aβ)

那么称 A 是 V 上的对称变换。

10.5 * 酉空间
在复数域中引入度量概念。若复线性空间 V 上的双线性函数 f 具有性质

f(α, β) = f(β, α)

这个性质称为 Hermite 性。

10.6 * 正交空间与辛空间
定义 10.6.1

设域 F 上的线性空间 V 上的一个对称双线性函数 f，那么称 f 是 V 上的一个内积（或度量），称
V 是一个正交空间。用 (V, f) 表示。

如果 f 是非退化的，则称 (V, f) 是正则的，否则称为非正则的。

定义 10.6.2

在正交空间 (V, f) 中，如果 f(α, β) = 0，那么称 α 与 β 正交，记作 α⊥β。

在正交空间 (V, f) 中，一个非零向量 α 称为迷向的，如果 f(α, α) = 0，否则称为非迷向的。
正交空间 (V, f) 包含一个迷向向量，则 (V, f) 称为迷向的，否则为非迷向的。若 V 中所有非零向量

都是迷向的，则称为全迷向的。

10.7 * 正交群，酉群，辛群
定义 10.7.1

设 G 是一个非空集合，若 G 上的乘法运算满足
（1）结合律：a(bc) = (ab)c。
（2）单位元：存在 e ∈ G 使得 ea = ae = a。
（3）逆元：任取 a ∈ G 总存在 b ∈ G 使得 ab = ba = 1。
那么称 G 是一个群。

如果群 G 的运算还满足交换律，那么称 G 为交换群，或 Abel 群。
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